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摘　要：ＬＳ－ＳＶＭ（最小二乘支持向量机）把传统的支持向量机求解由二次规划变为求解线性方程组问题，使得在计

算效率和算法设计的简单性上都有很大提 高。然 而，ＬＳ－ＳＶＭ 由 于 其 误 差 函 数 是 二 次 函 数，对 训 练 样 本 中 的 野 值

比较敏感，采用传统的ＬＳ－ＳＶＭ方法，容易歪曲系统，并可能直接导致函 数 逼 近 失 败。针 对 这 一 情 况，基 于 最 优 化

理论及稳健估计思想，提 出 了 ＲＬＳ－ＳＶＭ（稳 健ＬＳ－ＳＶＭ）的 设 计 方 法。数 值 计 算 表 明，在 有 野 值 的 情 况 下，ＲＬＳ－
ＳＶＭ对函数逼近具有良好的稳健性。另外，分析了正则化因子与核函数的选择对逼近性能的影响，并给出了在不

同情况下的一些使用规则。
关键词：最小二乘支持向量机（ＬＳ－ＳＶＭ）；稳健性；正则化；最优化；函数逼近
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０　引　　言

在飞行器跟踪数据处理中，很多内容实质表现

为函 数 逼 近 问 题，如 目 标 分 类、识 别、弹 道 逼 近 等。
这类问题的通俗表述是：给定来自某种依赖关系的

数据集，推断数据之间的函数依赖关系。其研究基

础可以追溯到高斯、拉普拉斯等人的工作，而系统分

析这些问题始于２０世纪２０年代。

处理这类问题的方法大体分为２类不同的思维

过程：归纳推理与转导推理。
归纳推理试图发现样本的一般性自然规律，进

而把其演绎到其他数据上。通常的做法是，约定某

种模型，通过样本给出某种最优意义准则下的参数

最优估值，进而达到对其他数据逼近目的。归纳推

理的理念是由特殊到一般，然后再由一般到特殊。
转导推理则是直接进行从特殊到特殊的推理过
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程，避免推理问题中可能存在不适定的情况［１－２］。基

于这 一 理 念，Ｖａｐｎｉｋ等 人［１－２］提 出 了 著 名 的ＳＶＭ
（支持向量机）理论。这一理论从２０世纪９０年代末

起成为国际上最重要的统计学习方法。
经典ＳＶＭ 方 法 的 求 解 需 要 用 到 二 次 规 划 方

法，ＳＶＭ学习行为随着训练样本数目增加而渐进地

线性增长［３－１１］。ＬＳ－ＳＶＭ（最小二乘支持 向 量 机）方

法，其数据的训练过程由二次规划转变为解非线性

方程组问题。

ＬＳ－ＳＶＭ 方 法 在 工 程 应 用 中 由 于 程 序 设 计 简

单、稳定性好而得到了广泛应用。然而，在系统噪声

为高斯分布的情况下，ＬＳ－ＳＶＭ学习效果较为理想；
若噪声不服从高斯分布，ＬＳ－ＳＶＭ学习性能则不佳，
尤其对野值非常敏感，此时用ＬＳ－ＳＶＭ 对函数逼近

很容易歪曲系统的真实情况。

Ｈｕｂｅｒ从２０世纪６０年代开始对参数统计的稳

健方法（Ｒｏｂｕｓｔ亦有译为抗差估计、鲁棒估计等）展

开研究，并给出了可行的方法。近二三十年来，我国

测绘、数学等领域的学者也在这一领域进行了一系

列深入研究，其研究成果已经广泛应用于航天器轨

道确定、空间大地测量等领域［１２］。
本文借鉴了稳健估计的一些思想，并结合最优

化理论中的正则化方法，给出了在含有野值情况下

的ＬＳ－ＳＶＭ设计方法，下称为ＲＬＳ－ＳＶＭ（稳健最小

二乘支持向量机）。
这里的稳健设计方法与普通的稳健估计有根本

的区别，在普通的稳健估计中，当数据评估时如果数

据质量较差，则在下一次迭代时对该数据降权。
在ＬＳ－ＳＶＭ方法构造中，其代价函数是最小二

乘方，但要求解的方程是适定方程。在该情况下，如
果有数据存在野值且被剔除，则系统变为欠定方程，
存在无穷多解。即便不设置阈值，若把数据权降得

很低，则方程接近奇异，无法求解。
针对这一问题，这里从另一个思路出发：若数据

评估质量较差，不改变该数据本身的权重，而是降低

支持向量在其张成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间坐标的权重。

１　ＬＳ－ＳＶＭ原理

对于 训 练 样 本 数 据 （ｘｉ，ｙｉ）（ｉ＝１，…，Ｍ），ｘｉ
∈ＲＲｎ，ｙｉ∈ＲＲ，可以构造如下逼近函数

ｆ（ｘ）＝ｗＴΦ（ｘ）＋ｂ
其中　ｗ是ｌ维权向量；ｂ是偏置项；Φ（ｘ）是ｎ维向

量ｘ到ｌ维特征空间的映射函数。最小二乘支持向

量机可以描述为

ｍｉｎ　Ｊ（ｗ，ｂ，ξ）＝
１
２ｗ

Ｔｗ＋Ｃ２∑
Ｍ

ｉ＝１
ξ
２
ｉ

ｓ．ｔ．　ｙｉ＝ｗＴΦ（ｘｉ）＋ｂ＋ξｉ，　ｉ＝１，…，Ｍ
其中　Ｊ为代价函数；Ｃ是正则参数；ξｉ 为ｘｉ 的松

弛变量，ξ＝ （ξ１，…，ξＭ）
Ｔ。

采用优化理论中的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法，得到增广

函数

Ｊ（ｗ，ｂ，ξ，α）＝
１
２ｗ

Ｔｗ＋Ｃ２∑
Ｍ

ｉ＝１
ξ
２
ｉ －

∑
Ｍ

ｉ＝１
α［ｉｗＴΦ（ｘｉ）＋ｂ＋ξｉ－ｙ］ｉ

其中　α＝（α１，…，αＭ）Ｔ为乘子向量。

增广函数对自变量求导得

ｗ＝∑
Ｍ

ｉ＝１
αｉΦ（ｘｉ），∑

Ｍ

ｉ＝１
αｉ ＝０

ｗＴΦ（ｘｉ）＋ｂ＋ξｉ－ｙｉ ＝０

αｉ ＝Ｃξｉ
，ｉ＝１，…，

烅

烄

烆
Ｍ

消除变量ｗ，ξ，得矩阵方

熿

燀

程

Ω １
１Ｔ

燄

燅

熿

燀０
α燄

燅ｂ
熿

燀
＝
ｙ燄

燅０
（１）

其中　１＝（１，…，１）∈ＲＲｍ；｛Ωｉｊ｝＝ΦＴ（ｘｉ）Φ（ｘｊ）＋

δｉｊ
Ｃ
；ｙ＝ （ｙ１，…，ｙＭ）Ｔ 。

核函数即Ｋ（ｘｉ，ｘｊ）＝ΦＴ（ｘｉ）Φ（ｘｊ）。由 此，逼

近函数可以表述为

ｆ（ｘ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
αｉＫ（ｘ，ｘｉ）＋ｂ （２）

核函数的选择有多种，常用的如多项式核、径向

基函数核等。第３节将给出无穷多节点样条核和高

斯核函数构造方法。

２　ＬＳ－ＳＶＭ的稳健设计

对于样本数据，令等价权及等价权矩阵分别为

ｐｉ＝ｐｉωｉ ＝ｐｉψ
（ｖｉ）
ｖｉ

Ｐ＝ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐＭ）

其中　ωｉ，ψｖ（ ）ｉ 为标准等价权和等价权 函 数；ｖｉ
为标准化的残差。这里取

ψ（ｖ）＝
ｖ， ｜ｖ｜≤ｋ０
ｋ０ｓｉｇｎ（ｖ）， ｋ０ ＜｜ｖ｜≤ｋ１
ｖε， ｜ｖ｜＞ｋ
烅
烄

烆 １

１８
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ω（ｖ）＝

１， ｖ ≤ｋ０
ｋ０
ｖ
， ｋ０ ＜ ｖ ≤ｋ１

ε， ｖ ＞ｋ

烅

烄

烆 １

ε为一个小量，这里取ε＝１０－６ ，注意不能取为０，否
则其倒数在计算时将会出现无穷大，导致计算失败。
由此定义增广权矩阵

Ｐ
～
＝ｄｉａｇ（ｐ１，ｐ２，…，ｐＭ，１）

欲使最小二乘支持向量机具有稳健性（即对于

不可靠的数据具有抗差性），与通常的稳健最小二乘

类似，这里通过选权迭代来实现。下面给出其算法：

１）设定最大允许迭代次数Ｉｍａｘ，误差容限η。

２）对所有样本数据计算

｛Ωｉｊ｝＝ΦＴ（ｘｉ）Φ（ｘｊ）
并构 造 出 方 程（１）的 所 有 系 数。计 算 出 Θ１ ＝
αＴ１，ｂ［ ］１ Ｔ。

３）设置ｋ∶＝１，对４）～８）做循环。

４）对于样本数据根据式（２）反算样本理论值，并
计算残差。

５）由残差得到等价权矩阵Ｐ。

６）对ｉ＝１，…，Ｍ

Ωｉｉ∶＝Ωｉｉ＋ １
Ｃ×ωｉ

７）计算出Θ２∶＝ αＴ２，ｂ［ ］２ Ｔ，如果 Θ２－Θ１ ≤η
或者ｋ＞Ｉｍａｘ，则退出循环。

８）令ｋ∶＝ｋ＋１，Θ２∶＝Θ１。

９）结束。
在该算法中，方程为适定方程且对称 正 定。可

以采用改进的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解方法，也可以根据其他

抗差方法构造类似的稳健设计算法，其他抗差方法

可以参考文献［１３－１４］。

３　实函数估计核的构造
本文采用无限节点样条核与径向基高斯核２种

典型的核函数进行了数值实验。
对于区间 （０，ａ）上的函数，可以用包 含 无 限 节

点的ｄ阶样条逼近

ｆ（ｘ）＝∑
ｄ

ｉ＝０
ａｉｘｉ＋∫

ａ

０
ａ（ｔ）（ｘ－ｔ）ｄ＋ｄｔ

其中　 （ｘ－ｔ）ｄ＋＝
０， ｘ≤ｔ
（ｘ－ｔ）ｄ， ｘ＞｛ ｔ

由此可以构造包含无限节点ｄ阶样条的核

Ｋ（ｘｊ，ｘｉ）＝∫
ａ

０
（ｘｊ－ｔ）ｄ＋ （ｘｉ－ｔ）ｄ＋ｄｔ＋∑

ｄ

ｒ＝０
ｘｒｉｘｒｊ ＝

∑
ｄ

ｒ＝０

Ｃｒｄ
２ｄ－１＋１

（ｘｊ∧ｘｉ）２ｄ－ｒ＋１　ｘｊ－ｘｉ ｒ＋∑
ｄ

ｒ＝０
ｘｒｉｘｒｊ

其中　 （ｘ∧ｘｉ）＝ｍｉｎ（ｘ，ｘｉ）。
高斯核函数是径向基神经网络与支持向量机理

论及工程实践中使用最广泛的核函数之一。一般的

径向基函数核形式为

Ｋ（ｘ，ｘｉ）＝Ｋ（ｘ－ｘｉ ）
高斯核函数为

Ｋ（ｘ－ｘｉ ）＝ｅｘｐ －γｘ－ｘｉ［ ］２ （３）

对比正态分布密度函数，很容易理解γ为核的

控制半径相关的参数。

４　数值实验

４．１　滤波稳健性分析

在文献［１　３］中，使 用 了ｓｉｎｃ函 数 进 行 逼 近、
回归分析。为 了 对 比，这 里 采 用 了 文 献［１］中 的 函

数，用最小二乘支持向量机进行函数逼近与估计。

实验函数取ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ
（ｘ－１０）
ｘ－１０ ＋ε，函数定义

在区间ｘ∈ ［０，２０］上，ε为 噪 声。在 实 验 中，对 该

函数以步长０．２３进行采样，得到原始样本数据。为

了测试本文中方法的有效性，在其中３个元素中分

别人为地加入较大的“野值”。试验中，取ε～Ｎ（０，

０．０８）。图１显示经典ＬＳ－ＳＶＭ与ＲＬＳ－ＳＶＭ的性

能比较，图中的野值用菱形标注。可以看到，在系统

含有野值的情况下，经典ＬＳ－ＳＶＭ 估计函数在异常

点附近的估值出现了 异 常，而ＲＬＳ－ＳＶＭ 却 对 野 值

表现出良好的自适应性能。

图１　训练样本中含有野值时ＬＳ－ＳＶＭ与

ＲＬＳ－ＳＶＭ学习性能比较

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｌｅａｒｎｉｎｇ　ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ＬＳ－ＳＶＭ

ａｎｄ　ＲＬＳ－ＳＶＭ　ｗｈｅｎ　ｔｒａｉｎｉｎｇ　ｓａｍｐｌｅｓ　ｃｏｎｔａｉｎ　ｏｕｔｌｉｅｒｓ：

（ａ）ｃｌａｓｓｉｃａｌ　ＬＳ－ＳＶＭ；（ｂ）ｒｏｂｕｓｔ　ＬＳ－ＳＶＭ
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为了进一步看清ＲＬＳ－ＳＶＭ 的性能，图２对函

数逼近图像进行局部显示，该图的数据与图１同，仅
仅是没有显示野值。

图２　细节比较

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｔａｉｌｓ

从图２中可以看出，ＲＬＳ－ＳＶＭ几乎与原始的无

噪声函数重合。实际上，当把野值去掉以后，ＬＳ－ＳＶＭ
与ＲＬＳ－ＳＶＭ二者也几乎重合，都能非常好地逼近原

函数。这说明最小二乘支持向量机具有非常优良的函

数逼近能力。然而，在有野值的情况下，经典ＬＳ－ＳＶＭ
与ＲＬＳ－ＳＶＭ二者的逼近能力有了明显区别。ＲＬＳ－
ＳＶＭ以非常明显的优势表现出很强的稳健性。

这里进一步对 野 值 情 况 下ＬＳ－ＳＶＭ 函 数 逼 近

出现异常的情况 进 行 讨 论。从 图１（ａ）可 以 看 到，
函数逼近 异 常 主 要 出 现 在 异 常 的 样 本 附 近，而 正

常样本 处 受 影 响 较 小。这 是ＳＶＭ 函 数 逼 近 区 别

于 全 局 参 数 化 模 型 的 一 个 特 征。在 本 实 验 中，野

值 取 得 并 不 是 特 别 大，当 野 值 更 大 时，ＬＳ－ＳＶＭ
函 数 逼 近 异 常 的 范 围 将 扩 大，甚 至 完 全 歪 曲 系

统，而 ＲＬＳ－ＳＶＭ 则 不 会 受 到 野 值 变 得 更 大 的

影 响。

４．２　噪声水平与正则化性能分析

本文给出的稳健设计之所以有效，这与泛函的

正则化理论密切相关。在这里目标泛函为

烄

烆
ｍｉｎ∑

Ｍ

ｉ＝１

（ｆ（ｘｉ）－ｙｉ）２ ，Θ⊙
烌

烎
ω

ω＝ ω１，ω２，…，ω［ ］Ｍ Ｔ

其中　ｆ（ｘｉ）为按照特定的支持向量机理论设计的

非参数 逼 近 模 型；Θ 为 支 持 向 量 张 成 基 的 坐 标；ωｉ
为各个支持向量的权重，这个权重随着每次对系统

作评估不断变化；⊙ 表示矩阵的 Ｈａｄａｍａｒｄ积。
如果数据没有误差，那么普通的支持向量机（包

括最小二乘支持向量机）会对函数逼近表现出非常

优良的 性 能。而 在 数 据 有 误 差 的 情 况 下，经 典 的

ＬＳ－ＳＶＭ最基本的出发点与普通的最小二乘参数估

计一样，是让残差平方和最小。
野值的存在，将使采用这一目标函数作为系统

的代价函数变得不合适。从另一角度而言，也可以

认为通过正则化的思想把目标函数一部分重心转移

到ｍｉｎ（Θ⊙ω ）上，而 原 始 数 据 的 符 合 程 度 作 为

一种约束，但 不 是 严 格 约 束，最 终 约 束 在 参 数Ｃ中

得到体现。当Ｃ过大时，约束较强；当Ｃ过小时，约

束较弱。使用时根据需求在两者间权衡。图３给出

了不同情况下的比较。

图３　不同约束情况下的结果比较

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ：（ａ）ｓｔｒｏｎｇ　ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ；（ｂ）ｗｅａｋ　ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ；（ｃ）ｃｏｍｐｒｏｍｉｓｅｄ　ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

　　图３（ａ）为约束较强的情况，这里Ｃ＝１０　０００。
这种情况下，代价函数要求尽量满足向量机估计结

果等于样本 测 量 值，因 而 出 现 曲 线 不 光 滑 的 现 象。
图３（ｂ）则出现 另 一 种 极 端，即 对 约 束 要 求 甚 低，对

应于Ｃ＝０．０１，虽然向量机的曲线很光滑，但显然

不是我们想要的结果。图３（ｃ）中，Ｃ是一个折中的

考虑，这里Ｃ＝２０。
没有一个绝对的对任何支持向量机都优的准则
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选择合适的Ｃ，Ｃ的选择很重要一点是来源于使用

者的目的。约束是否较强的另一个因素跟噪声水平

有关。如果噪声较大，则可以对约束放宽一些，对应

于本文Ｃ取得大一些。
需要进一步说明的是，这里的Ｃ仅仅是一个初

值，大体反映了噪声水平相当的大部分样本的一个

因子。在计算中，真正起作用的是因子向量

１
Ｃ×ω１

， １
Ｃ×ω２

，…， １
Ｃ×ω［ ］Ｍ

Ｔ

而该因 子 向 量 是 不 断 调 整 的。在 普 通 的 ＬＳ－
ＳＶＭ中，ωｉ＝１，ｉ＝１，…，Ｍ 。若系统无野值，则Ｃ
在这里的性能与ＬＳ－ＳＶＭ的性能是一致的。

４．３　正则化参数与核函数参数之间的耦合与权衡

支持向量机的好处之一是，可以在很大范围内

选择合适的核函数以适应函数逼近或者模式识别的

需求。
不同的核通常会表现出不同的性态，而核函数参

数反映了核的性能。其中一个基本的性能是核对邻域

数据的影响能力，这个性能在２种情况之间折中，一种

情况是对全局函数逼近性能具有大致相当的影响能

力，另一种情况是对最临近区域有非常强的影响能力。
这一点与４．２节介绍的正则化参数变化引起的

逼近性能似乎有点相似，但这本身是２个问题，而这

两者之间又出现了一定的耦合。
这里以函数ｆ（ｘ）＝ｅ－ｘｓｉｎ３ｘ＋ε作为测试，其

中ε为噪声，ε～Ｎ（０，０．１）。图４给出了高斯核函

数γ的不同取值函数逼近的性能比较。
在式（３）中γ越 大，表 明 影 响 半 径 显 著 趋 于 越

小；反之，γ越小，影响半径显著趋于越大。图４（ａ）
中γ＝１０，图４（ｃ）中γ＝０．６，可以看到，图４（ａ）中
逼近效果对局域数据的依赖性强于图４（ｃ），因而出

现了锯齿现 象，而 图４（ｃ）则 较 为 光 滑。当 然，也 不

是随着γ变小，逼近性能就会更优，当γ过小时，出

现了图４（ｂ）（γ＝０．１）中的现象。当核作用半径过

大时候，核对远端的数据影响力相当，造成方程系数

矩阵列向量之间出现了相关性，系数矩阵条件数变

大，方程接近病态。
因而，在实际应用中，并无通用的准则选择合适

的核参数，这主要取决于用户的经验与使用支持向

量机的目 的。这 里 给 出 一 个 简 单 但 有 些 粗 糙 的 经

验，高斯核函数适合最临近数据类型的逼近，而样条

核则较适合更大范围的逼近，前者在噪声较小的情

况下较为合适，而后者则在噪声较大时较为合适。

图４　紧核与松核逼近性能比较

Ｆｉｇ．４　Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ　ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ：（ａ）ｃｏｍｐａｃｔ　ｋｅｒｎｅｌ；

（ｂ）ｓｌａｃｋ　ｋｅｒｎｅｌ；（ｃ）ｐｒｏｐｅｒ　ｋｅｒｎｅｌ

５　结　　论

１）依据最优化理论，通过调整正则化泛函因子

向量，可以使支持向量机学习方法函数逼近具备良

好的稳健性能。对于系统有野值的情况，具备良好

的自适应性，而这是经典ＬＳ－ＳＶＭ所不具备的。

２）正则化因 子 向 量 在 最 小 二 乘 支 持 向 量 机 函

数逼近中起非常重要的作用。正则化表现为对样本

约束程度的体现，选择合适因子的主要依据包括经

验、噪声水平及逼近或分类的需求等因素。通常在

噪声方差较大的情况下，应适当放松样本数据对机

器学习的约束；当噪声方差较小的时候，可以适当加

强样本对机器学习的约束。

３）理论上，不同核函数的选择通常不会改变支

持向量机逼近或模式识别性能。然而，每种核函数

都有自己的性态，使用时必须清楚核函数参数调节

对代价函数 的 影 响，否 则 容 易 导 致 机 器 学 习 失 败。
一般而言，当样本噪声方差较大时，应该尽量选择对

邻域数据影响较宽的核函数，如无限节点样条核；反
之应选择对邻域影响较为集中的核函数，如高斯核

函数。
本文从最优化原理出发，讨论了最小二乘支持

向量机的正则化原理及性能分析，并由此分析了在

测量含有野值情况下的稳健设计方法。本文给出的

算法简便，容易实施，对影响系统性能的若干细节进

４８



第６期 宋叶志，等：ＬＳ－ＳＶＭ稳健设计及正则化性能分析

行了深入分析，具一定的理论价值，同时对ＬＳ－ＳＶＭ
的工程应用也有一定的促进作用。
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简　讯

欧洲完成“数据中继卫星系统”设计工作

欧洲ＥＤＲＳ（数据中 继 卫 星 系 统）的 设 计 工 作 已 经 完 成 并 通 过 审 批。这 标 志 着 该 系 统 获 得 了 首 个 用

户———欧盟的ＧＭＥＳ（全球环境与安全监测）计划（的“哨兵”－１和“哨兵”－２卫星）的认可。

ＥＤＲＳ将提供一个快速、可靠、无缝的通信网络，按需实时从卫星获取信息，这将成为首个商业运营的向

对地观测界提供服务的数据中继系统。未来所有配备ＥＤＲＳ的地球观测卫星将能更快速地传送数据并且

进行更长时间的传送。
该系统由在静地轨道上运行的２个有效载荷组成。用户数据经由在较低轨道的卫星的专用信号传输到

ＥＤＲＳ有效载荷，然后再中继回地面。只要有１颗用户卫星处在ＥＤＲＳ网络覆盖范围内，就能实现即时宽带

数据传输。
首个ＥＤＲＳ有效载荷（包括１个激光通信终端和１个Ｋａ频道星间链路）将随阿斯特里姆公司的Ｅｕｔｅｌ－

ｓａｔ－ＥＢ９Ｂ卫星于２０１４年发射升空。德国ＴＥＳＡＴ公司研制的激光终端能在较低轨道的卫星与静地轨道的

ＥＤＲＳ间以１．８Ｇｂｉｔ／ｓ的速度传输数据，传输距离超过了４０　０００ｋｍ。
第２个ＥＤＲＳ有效载荷预计２０１６年搭乘德国ＯＨＢ公司建造的专用卫星发射升空。

５８


