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I 

摘要 

目前，越来越多的低轨卫星将会具备导航功能，使用低轨卫星增强卫星导航

定位已经成为研究热点之一。低轨卫星发送信号强度高与空间分布变化迅速的特

点，能够弥补现有的基于高、中轨卫星运行的全球卫星导航系统（Global 

Navigational Satellite System，GNSS）的不足，从而实现快速精密定位。低轨卫

星增强 GNSS 仍处于理论论证阶段，本文针对在构建低轨卫星增强 GNSS 系统

过程中，可能遇到的若干关键技术进行研究，主要内容与结论如下： 

（1） 如何设计广播星历是实现低轨卫星增强 GNSS 的关键技术之一。由于低轨

卫星运行状态相比高、中轨卫星更为复杂，现有的 GNSS 广播星历模型不

能直接用于拟合低轨卫星精密轨道。此外，考虑到在未来的低轨卫星增强

星座设计方案中，不排除使用小偏心率，小轨道倾角与极轨道低轨卫星。

此时，由于北斗等导航系统使用的轨道根数型广播星历存在奇点问题，造

成难以成功拟合相应参数。本文基于开普勒轨道根数、第一类无奇点轨道

根数、第二类无奇点轨道根数与基于第二类无奇点的改进轨道根数，分别

设计了适用于低轨卫星的广播星历模型。并使用仿真的与真实的低轨卫星

精密轨道数据对这几类广播星历设计方案的拟合精度进行测试。实验结果

表明：基于第二类无奇点改进轨道根数设计的广播星历模型可以克服奇点

问题，为未来的低轨卫星广播星历设计提供了有益的参考； 

（2） 鉴于矢量积分型广播星历具有良好的无奇异特性，本文以标准的格洛纳斯

（GLObalnaya NAvigatsionnaya Sputnikovaya Sistema，GLONASS）广播星

历模型为基础，结合低轨卫星的运动特点，从另外一个角度设计低轨卫星

广播星历。同样使用仿真的与真实的低轨卫星精密轨道数据进行测试，实

验结果表明：矢量积分型广播星历具有良好的无奇异特性，对于小偏心率、

小轨道倾角与极轨道卫星都适用，具备较好的扩展能力； 

（3） 对基于轨道根数型与矢量积分型广播星历设计的低轨卫星广播星历，进行

比较分析。实验结果表明：矢量积分型广播星历，具备更优的无奇异特性。

对于轨道根数型广播星历，即使采用改进的第二类无奇点轨道根数，尽可

能去除奇异问题带来的影响，迭代拟合广播参数时一般仍需要 7 至 8 次才

能收敛。而矢量积分型广播星历拟合更多的广播星历参数，却只需要 3 至

4 次即可收敛。此外，随着随轨道偏心率增大，轨道根数型广播星历拟合

精度迅速下降，但矢量积分型广播星历仍然能保持相对稳定；轨道根数型

广播星历更适合描述长时间卫星运动，而矢量积分型广播星历随着拟合时
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间增长，相比于轨道根数型广播星历，拟合精度迅速下降； 

（4） 对于广播星历参数的拟合问题，进行了比较深入的研究。传统的广播星历

拟合算法，使用解析法计算偏导数，其过程非常繁琐且容易出错。针对这

个问题，本文使用数值导数法计算偏导数，减轻计算量。并采用德国地学

研究中心发布的真实 GPS（Global Positioning System，GPS）卫星精密星

历，分别采用解析法与数值导数法计算偏导数，验证方法的有效性。实验

结果表明：采用数值导数法几乎不会对星历拟合精度造成影响，能够极大

减少计算工作量。对于星历参数拟合方法，本文分别采用传统的最小二乘

法与基于 QR 分解的迭代算法拟合广播星历参数。实验结果表明：使用 QR

方法，可以显著缓解法方程病态造成的不利影响，有效减少迭代次数，提

高拟合成功率； 

（5） 高、中和低轨道卫星联合精密定位的构想，已经有不少学者进行了理论论

证，相关结果表明：低轨卫星在 GNSS 的未来发展将会扮演重要角色。但

是在构建低轨卫星增强 GNSS 系统过程中，需要对星座设计方案预先进行

性能评估，为此本文提出了扩展的概率模型。该模型仅需一些基本的星座

参数即可在全球范围内评估星座设计方案性能。使用真实的与仿真的精密

星历，对扩展的概率模型进行了验证并分析比较了北斗三号星座与 GPS 星

座在全球范围内的性能特点。基于本文提出的扩展概率模型，还论述了另

外一种类型卫星：椭圆轨道卫星在未来的 GNSS 发展过程中与低轨卫星搭

配使用时，可能发挥的作用。实验结果表明：在现有 GNSS 星座的基础上，

加入椭圆轨道卫星之后，将有效改善高纬度地区卫星可见性与空间分布状

态。而且，椭圆轨道卫星还可以解决现有基于地球同步卫星的星基增强系

统，无法覆盖高纬度地区的问题，能够为高纬度特别是两极地区提供星基

增强服务。最后，构建了高、中、低与椭圆轨道卫星组成的 GNSS+星座，

并使用扩展的概率模型在全球范围内对该星座卫星可见性与卫星空间分

布状态进行评估。相比现有的 GNSS 星座，优势明显； 

（6） 周跳问题是精密定位数据预处理的重要问题之一。有效处理周跳问题，是

实现高精度的定位的重要前提。由于低轨卫星增强 GNSS 仍处于总体理论

论证阶段，周跳问题缺乏讨论。目前，虽然部分研究结果已经指出：伪距

观测值噪声及其多路径效应对多频周跳探测修复影响显著。但现有算法都

未考虑如何对伪距观测值进行降噪，以提升周跳探测修复成功率。本文首

先对相位平滑伪距方法进行分析，之后提出采用相位平滑伪距的方法，对

伪距观测值进行降噪。采用真实的高、中轨卫星与仿真的低轨卫星三频观

测数据，对本方法进行测试。实验结果表明：当伪距观测值经过相位观测
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值平滑去噪之后，周跳探测修复成功率显著提高。 

关键词：低轨卫星增强 GNSS，广播星历拟合，广播星历设计，低轨卫星，椭圆

轨道卫星，多频周跳探测修复 
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Abstract 

Currently, multi Global Navigational Satellite System (GNSS) with low earth orbit 

(LEO) constellation augmentation has become a research topic of much interest. More 

and more LEO satellites will provide navigation services. Benefiting their large 

geometric variations and stranger signals, the drawbacks of current GNSS can be 

complemented, therefore, precise positioning with less time can be achieved. Since 

LEO satellites enhance GNSS still in the stage of theoretical demonstration, some 

specific technical issues are short of researches. In this paper, several key technologies 

that may appear in the process of constructing GNSS augmented by LEO satellites are 

studied. The main content and conclusions are as follows: 

(1) The design of broadcast ephemeris is one of the key technologies to realize LEO 

enhance GNSS. Because the operating status of LEO satellites is more complicated 

than high and medium orbit satellites, the existing GNSS broadcast ephemeris 

model cannot be directly used to fit the precision orbits of LEO satellites. In 

addition, the emergence of small eccentricity, small orbit inclination, and polar orbit 

LEO satellites may be applied in the future designs of LEO satellites enhanced 

constellations. The orbital element type broadcast ephemeris used by navigation 

systems, such as Beidou, are influenced by singularity problems and it is difficult 

to successfully fit the corresponding parameters in these cases. In this paper, based 

on Kepler orbital elements, the first or second non-singular orbital elements, and 

the improved second non-singular orbital elements, respectively, broadcast 

ephemeris models suitable for LEO satellites are designed. And the fitting accuracy 

of these types of broadcast ephemeris designs is tested using simulated and real 

LEO satellites' precise orbit data. It is found that the broadcast ephemeris model 

based on the improved second non-singular orbital elements can overcome the 

singularity problems and provide a valuable reference for the future LEO satellites 

broadcast ephemeris design. 

(2) Considered the better non-singularity characteristic of integration-type ephemeris 

model, in this paper, from another point of view, enhanced integration-type 

broadcast ephemeris models suitable for the motion status of LEO satellites are 

proposed. Similarly, their performance is verified by simulated and real LEO 
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satellites' precise orbit data. It is found that integration-type ephemeris models have 

an exceptional non-singularity characteristic, and they are suitable for small 

eccentricity orbits, small inclination, and polar orbits. Integration-type ephemeris 

models have better-extended ability. 

(3) Orbital elements and integration-type ephemeris models are compared. Experiment 

results show that integration-type ephemeris models have better non-singularity 

character. Although improved second non-singular orbital elements are used to 

remove the influence of singularity, after 7 to 8 times iteration can be convergence 

when ephemeris parameters are fitted. However, for the integration-type model, 

only 3 to 4 times are needed. Otherwise, with the increase of eccentricity, for orbital 

elements ephemeris models, their fit accuracy decreases a lot. But for integration-

type ephemeris models, their fit accuracy can keep still be stable. For the long-time 

description of satellites' motion, orbital elements ephemeris models are more 

suitable. For integration-type ephemeris models, their fit accuracy decreases a lot, 

with the extent of fit interval. 

(4) For how to fit broadcast ephemeris problems, related deep studies have been carried 

out. In conventional broadcast ephemeris parameters fit algorithms, the analysis 

method is used to calculate the partial derivative of which the processes are 

laborious and prone to errors. Aiming at this problem, the method of calculating 

numerical derivative to calculate the partial derivative of the ephemeris parameters, 

which is convenient and straightforward. To verify the performance of numerical 

derivative, real Global Positioning System (GPS) satellites precise ephemeris 

released by the German research center for geosciences are used to fit ephemeris 

parameters. Experiments results show that using the method of numerical 

derivative, almost no effect on fit accuracy and workload in the calculation are 

released a lot. For the strategy of fit ephemeris parameters, in this paper, traditional 

least squares and QR factorization are compared and analyzed. Experiments results 

show that QR factorization can release the effect of ill-conditioned normal 

equations, decrease iteration times and improve the fit success rate. 

(5) The idea of precise position combined high, medium, and low earth orbit satellites 

has been studied by a lot of researchers. Related experiments results show that LEO 

satellites will play an important role in the future development of GNSS. However, 

in the process of establishing LEO satellites to enhance GNSS, the performance of 

constellations should be evaluated. Therefore, in this paper, the extended 
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probability model is proposed which can evaluate the performance of one 

constellation on a global scale only using some basic parameters. The extended 

probability is verified by using real and simulated precise ephemeris. And the 

characteristics of Beidou-3 and GPS constellation on a global scale are analyzed. 

Based on the extended probability model, the role of another type of satellite, 

elliptical orbital satellites may play is studied. Experiments results show that if 

elliptical orbital satellites are introduced, constellation geometry distribution and 

satellites visibility in high latitude regions will be improved. What’s more, satellite-

based augmentation services in high latitudes especially in polar regions can be 

provided by elliptical orbital satellites, which cannot be covered by the current 

GEO-based augmentation system. Last, the performance of the GNSS+ 

constellation, in which high, medium, low elliptical orbital satellites are included, 

is evaluated by the extended probability model on a global scale. Compared with 

current GNSS constellations, the GNSS+ constellation performs much better. 

(6) One of the most critical problems in data preprocessing is cycle slip. Solving 

properly cycle slip is one of the important preconditions for achieving high 

precision positioning. Because the idea of low earth orbit satellites enhances GNSS, 

still under the stage of theoretical argument, some specific technical problems, such 

as cycle slip, are short of study. Currently, although some studies have pointed out 

that the pseudo-range noise and multipath effects have an obvious effect, all almost 

recent algorithms don’t consider how to reduce the effect of observation noise and 

multi-path. In this paper, we analyze the performance of different carrier smoothing 

of code pseudo-ranges methods. Then a carrier smoothing of code is used to aid the 

triple-frequency cycle slip detection and repair. Real high, medium earth orbit 

satellites observations, and simulated low earth orbit satellites observations are 

used to verify this cycle slip detection and repair method. Experiments results show 

that after the observations noise is reduced, the success rate of cycle slip detection 

and repair is improved obviously. 

Key Words: Low earth orbit satellites, Low earth orbit satellites enhance GNSS, 

Broadcast ephemeris parameters fitting, Broadcast ephemeris 

design, Elliptical orbit satellite, Multi-frequency cycle slip detection 

and repair 
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缩写词 

CDE Code-carrier Divergence Effect 码相偏差影响 
CNAV civil navigation 民用导航电文 
DOP dilution of precision 精度衰减因子 
ECEF earth-centered earth-fixed 地心地固坐标系 
EGNOS European Geostationary Navigation Overlay 

System 
欧洲地球同步卫星覆盖系

统 
GDOP geometric DOP 几何精度衰减因子 
GEO geostationary orbit 地球同步卫星 
GFIF Geometry Free and Ionospheric Free 无几何无电离层组合 
GLONASS GLObalnaya NAvigatsionnaya Sputnikovaya 

Sistema 
格洛纳斯卫星导航系统 

GNSS Global Navigational Satellite System 全球卫星导航系统 
GPS Global Positioning System 全球定位系统 
HDOP horizontal DOP 水平精度衰减因子 
HPOP High Precision Orbit Propagator 高精度轨道预报 
IGS International GNSS Service 国际 GNSS 服务组织 
IGSO inclined geostationary orbit 倾斜地球同步轨道 
IRNSS Indian Reginal Navigation Satellite System 印度局域卫星导航系统 
LAMBDA least squares ambiguity decorrelation adjustment 最小二乘模糊度降相关平

差 
LNAV legacy navigation 传统导航电文 
MEO medium earth orbit 中轨轨道 
MSAS Multi-functional Satellite Augmentation System 多功能卫星增强系统 
PDOP position DOP 定位精度衰减因子 
PNT positioning, navigation and timing 定位、导航与授时 
PPP Precise point positioning 精密单点定位 
QZO quasi-zenith orbit 准天顶轨道 
QZSS Quasi-Zenith Satellite System 准天顶卫星系统 
RMS Root Mean Square  均方根 
SDCM Satellite Differential Corrections and Monitoring 卫星差分改正与监视 
STK Satellite Tool Kit 卫星工具包 
TDOP time DOP 时间精度衰减因子 
TRANSIT Navy Navigation Satellite System 子午线卫星导航系统 
URE user range error 用户测距误差 
VDOP vertical DOP 垂直精度衰减因子 
WAAS Wide Area Augmentation System 广域增强系统 
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第1章 引言 

1.1 国内外研究现状 

在全球范围内，稳定的定位、导航与授时（positioning, navigation and timing，

PNT）服务可以通过全球导航卫星系统（Global Navigation Satellite System，GNSS）

获取。目前已经宣布建设成功或者正在建设的全球 GNSS 导航系统包括：美国的

GPS（Global Positioning System，GPS）、俄罗斯的 GLONASS（GLObalnaya 

NAvigatsionnaya Sputnikovaya Sistema，GLONASS）、欧盟的 Galileo 以及中国的

北斗系统。此外，印度与日本也针对各自所在区域特点，建设了区域卫星导航系

统 IRNSS（Indian Reginal Navigation Satellite System，IRNSS）和 QZSS（Quasi-

Zenith Satellite System，QZSS）。GNSS 在全球参考框架建立与维持、布设控制网、

地震学、气象学、精准农业等领域发挥着越来越重要的作用[1,2]。精密单点定位技

术（Precise point positioning，PPP）是 GNSS 精密定位技术的热点研究方向之一，

自二十世纪九十年代以来，已经有不少学者对此进行了深入研究[3–5]。该项技术

综合了标准单点定位与差分定位各自的优势，用户仅需一台接收机便可以实现灵

活定位[6,7]。 

虽然，GNSS 系统有许多优势，但仍然存在比较棘手的问题暂时难以得到有

效解决[8,9]。其一是，在基于目前的 GNSS 星座进行 PPP 时，初始化时间过长，

需要较长时间才能收敛至厘米级精度，这一直制约其大规模应用与进一步发展。

对于单 GPS 系统而言，需要 1 h 左右 PPP 水平定位精度才能收敛至 5 cm[10]，这

是实现实时精密单点定位的主要障碍。 

随着多系统 GNSS 的发展，为了加快收敛速度提高定位精度，联合多系统精

密单点定位与单系统定位相比，在收敛速度与定位精度上有了明显改善[11–16]。与

单 GPS 相比，收敛速度几乎可以加快 70%，定位精度大约提高 25%[17]。此外，

各卫星导航系统都在动态持续发展和完善。GPS 与 GLONASS 正在由双频信号

向多频信号发展。而 Galileo 与北斗系统基于后发优势已经实现全星座多频信号

发送。多频信号也可以加快精密单点定位收敛速度与提高模糊度固定成功率[18–

23]。 

为了进一步提高 GNSS 的定位服务性能，各 GNSS 纷纷建立了星基增强系

统[24]。比如 WAASS（Wide Area Augmentation System，WAAS）[25]、EGNOS

（European Geostationary Navigation Overlay System，EGNOS）[26]、SDCM（Satellite 
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Differential Corrections and Monitoring，SDCM） [27]、MSAS（Multi-functional 

Satellite Augmentation System，MSAS）[28]和北斗星基增强系统[29]。这些星基增强

系统通过地球同步轨道（geostationary orbit，GEO）卫星播发完好性与改正信息，

显著提高了各 GNSS 定位服务性能[30–33]。但是这种星基增强方式只能持续覆盖

南北纬 72°以下的区域[34]；仍然会出现在复杂城市环境下表现不够理想的问题

[35]；而且由于现有 GNSS 卫星轨道高度较高，导航信号在传播过程中能量损失严

重，造成地面接收信号时质量较差。 

对于轨道高度在 300 km 至 1500 km 的低轨卫星，到目前为止，虽然低轨卫

星增强 GNSS 定位，已经取得一些初步实验验证结果[36,37]，但还没有被大规模正

式应用于导航服务。实际上，将低轨卫星纳入到现有的 GNSS 系统中，也可以看

作是星基增强的一种方式[38]。 

在近几年，如何使用低轨卫星增强定位，实现 PPP 快速收敛，已经成了新的

研究热点并且对于未来的卫星导航产业有着重要意义。一些国内外公司，比如

OneWeb、Iridium、SpaceX、Boeing、Samsung 和中国航天科技集团等都纷纷公布

了构建低轨卫星星座的方案[39–42]，部分星座计划如表 1.1 所示。这些星座设计方

案由上百颗甚至上千颗低轨卫星组成。这些大量的低轨卫星，一方面可以在全球

范围内提供互联网服务，另一方面也可以在全球范围内提供 PNT 服务[43–46]。与

正在中高轨道运行的 GNSS 卫星相比，由于低轨卫星距离地球更近，其信号强度

更强、运行速度更快。这些特性将有助于在复杂城市环境下，提供更为稳健的 PNT

服务[47–49]。而且低轨卫星快速的空间分布变化，能实现精密单点定位快速收敛并

有助于提高模糊度固定成功率[50–53]。总之，在现有的 GNSS 星座基础之上，实现

低轨卫星增强定位将会极大改善 PNT 服务性能[54]。但是，要实现上述构想的重

要前提之一就是：针对低轨卫星的运行特点，设计适用于低轨卫星的广播星历模

型，实时提供在任意观测时刻低轨卫星位置与速度，以满足 PNT 服务的相关要

求[55]。如果不采取广播星历的形式提供卫星位置，直接提供卫星空间坐标，将会

大量占用通信资源，影响低轨星座通讯等功能的正常发挥。 

表 1.1 部分机构发布的低轨卫星星座建设计划 

星座 卫星数量 服务时间 

One Web[56] 2620 2027 

SpaceX Starlink[57][58] 11943 2024 

Boeing[59] 2957 2024 

Iridium[60] 66 1998 

Iridium Next[61] 75 2019 



第 1章 引言 

3 

 

续表 

星座 卫星数量 服务时间 

Global Star[62] 48 2000 

Yaliny[63] 135 - 

星座 卫星数量 服务时间 

Kepler Comunications[64] 140 2022 

Samsung[65] 4600 - 

航天科技“鸿雁星座”
[66]

 324 2023 

航天科工“虹云工程”
[67]

 156 2022 

未来导航“微厘空间”
[68]

 120 2021 

 

GNSS 系统的广播星历由地面控制系统根据观测数据生成。GPS 系统发布两

种类型的广播星历：LNAV（legacy navigation，LNAV）与 CNAV（civil navigation，

CNAV）。LNAV 广播星历用 16 个参数描述 MEO（medium earth orbit，MEO）卫

星的运动状态。以 LNAV 为代表的轨道根数类型广播星历，在北斗、Galileo 和

QZSS 系统也得到了广泛应用。为了得到更高的广播星历拟合精度，在 LANV 的

基础上又加入 2 个额外的参数，构成 CNAV 广播星历[69,70]。GPS 与 QZSS 已经

在 L2与 L5频段播发CNAV广播星历[71]。与其它GNSS非常不同的是：GLONASS

使用矢量积分类型广播星历[72,73]。该类型星历包含在参考时刻的，卫星在地心地

固（earth-centered earth-fixed，ECEF）坐标系中的位置、速度与加速度，使用数

值积分方法计算在任意观测时刻卫星位置与速度。影响广播星历质量的主要原因

是星历模型设计、卫星轨道与钟差预报精度和数据截断误差等。许多学者已经对

广播星历问题进行了深入研究[74–79]。在 2014 年，对于 GPS、GLONASS、Galileo、

QZSS 和北斗的倾斜地球同步轨道（inclined geostationary orbit，IGSO）与 MEO

卫星的由于轨道引起的用户测距误差（user range error，URE）分别为：0.24 m，

0.54 m，0.76 m，0.50 m 和 0.57 m[75]。对于 MEO 卫星，拟合 4 h 精密轨道数据

引起的拟合 URE 的均方根（root mean square，RMS）误差值为 5 cm 至 10 cm[80]。 

目前，对于 MEO、IGSO 和 GEO 卫星的广播星历，在广播星历模型设计[81]，

广播星历参数估计方法[82–85]与不同星历模型分析比较[80,86,87]等方面已经有不少

学者进行了深入研究。由于低轨卫星运行速度更快，距离地球更近，受摄动力影

响情况更加复杂[88]，因此，针对低轨卫星也需要进行相关研究。已经退役的

TRANSIT（Navy Navigation Satellite System，TRANSIT）系统采用低轨卫星星座

[89–91]。该系统曾使用了针对低轨卫星设计的广播星历。该类广播星星历包含 2 部
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分，其中一部分是每 12 h 更新一次的开普勒轨道根数；另一部分是每 2 min 更新

一次改正数[92]。然而，该星历模型的拟合误差达到了 5 m [93]。这显然不能满足现

今 PNT 服务的相关要求。虽然，轨道根数类型广播星历在 GNSS 系统得到了广

泛应用，但是当卫星轨道偏心率接近零、轨道倾角较小或者较大时，会存在比较

严重的奇异问题[94,95]，严重影响星历拟合精度。而绝大多数低轨卫星的偏心率都

非常接近零并且在未来的低轨卫星增强导航星座设计方案中，不能排除使用小轨

道倾角或者极轨道低轨卫星[46]。实际上，用 CNAV 或 LANV 广播星历模型拟合

北斗系统的 GEO 卫星轨道时也面临着奇异问题。对于这些奇异问题，已经有不

少学者进行深入研究。为了解决小轨道倾角造成的奇异问题，有学者提出使用坐

标旋转法解决奇异问题[96–99]。在该方法中，为了避免轨道根数奇异的影响，拟合

广播星历参数时，将坐标系的 X 轴旋转 5°。此时 GEO 卫星在新的坐标系中就

可以视为“伪 GEO”卫星。用户在实际计算 GEO 卫星位置时，还需要再转回 5°，

才能计算得到真正的卫星位置。由此可见，该方法在用户端计算过程比较繁琐而

且旋转 5°在某些情况下仍然会受到奇异问题影响，最优旋转角度值还需要进一

步论证[98]。奇异问题存在的根本原因在于：在某些特殊情况下，某些轨道根数没

有明确的几何定义。比如当轨道偏心率非常接近于零时，近地点角距没有明确几

何意义[94]；当轨道倾角接近于零度时，升交点赤经也没有明确几何意义。因此，

坐标旋转法无法从根本解决奇异问题。鉴于此，有学者考虑从轨道根数定义的角

度尝试从根本解决奇异问题[100]。有学者提出使用第二类无奇点轨道根数拟合

GEO 精密轨道，有效解决了小偏心率与小轨道倾角同时引起的奇异问题[86,87,101]。

但是当卫星轨道倾角较大时，比如 90°，第二类无奇点轨道根数仍然存在奇异

问题，导致广播星历参数拟合失败。而目前实际在轨运行的与各个机构设计的低

轨卫星星座设计方案，都存在大量的极轨道低轨卫星。此外，也有学者提出使用

第一类无奇点轨道根数解决小偏心率轨道引起的奇异问题[102,103]。但是在拟合小

轨道倾角精密轨道数据时，第一类无奇点轨道根数广播星历仍然存在奇异问题，

导致广播星历参数拟合失败。因此，现有的轨道根数类型广播星历设计方案都难

以完全消除奇异问题的影响。同时值得注意的是，除了上述提到的轨道根数类型

广播星历之外，还有以 GLONASS 广播星历为代表的矢量积分型广播星历。与轨

道根数型广播星历相比，矢量积分型广播星历具有良好的非奇异特性[104]，理论

上可以适用于各种类型轨道具有优良的拓展性。但 GLONASS 广播星历也存在

模型过于简单、拟合精度较差的问题。目前，关于矢量积分型广播星历的研究相

对较少。有学者尝试过对 GLONASS 广播星历进行改进[104,105]，但是考虑的情况

不够充分，轨道倾角，积分方法与步长，轨道偏心率等可能影响拟合精度的因素

未进行讨论。 
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除了以上提到的低轨卫星广播星历设计问题，对于未来的 GNSS 系统发展而

言，如何评估不同的星座设计方案也是值得考虑的问题。针对一个 GNSS 系统性

能的评估，可以从卫星信号质量[106,107]，广播星历精度[70,76,78]，多路径效应[108,109]

与精密单点定位的收敛速度与定位精度[107,110]等方面考虑。其中，GNSS 的卫星

星座设计决定了卫星空间分布状态，这对于实现稳定的高精度定位非常重要，在

低轨卫星实现 GNSS 增强过程中需要仔细研究。卫星可见性与精度衰减因子

（dilution of precision，DOP）是反映一个 GNSS 星座设计方案优劣的重要指标

[111,112]。 

随着 GNSS 的发展，GNSS 星座已经由传统的 Walker-delta 星座向混合星座

发展。比如，为了提升亚太地区的定位服务性能，北斗三号系统使用在 Walker 星

座的基础上引入了 IGSO 与 GEO 卫星，使得用户在亚太地区能看到更多卫星[113]。

相关学者对 IGSO 与 GEO 卫星的贡献进行了仔细分析[107,114]。然而，目前各 GNSS

系统在高纬度地区的卫星空间分布状态相比中低纬度地区都不够理想[114,115]，这

就使得 PNT 服务质量在高纬度地区，特别在两极地区需要提高。正如前文所提

到的，虽然各 GNSS 系统纷纷建立星基增强系统，但这些星基增强系统都是基于

GEO 卫星播发完好性与改正信息的，对于高纬度特别两极地区仍然无法提供持

续的信号覆盖[34]。而且虑到北极航线将会是从太平洋到大西洋最短的航线，极具

经济价值[116,117]。因此，高纬度地区对于星基增强服务也有着强烈需求[118]，有必

要仔细考虑如何改善现有的 GNSS 星座在北极地区卫星可见数量与空间分布状

态不够理想的问题。因此，基于以上原因，可以考虑使用椭圆轨道卫星解决这个

问题[94]。其中，俄罗斯的 Molniya 卫星，可以为高纬度地区提供良好的信号覆盖。

因此，以 Molniya 卫星为代表的椭圆轨道卫星，作为一种新的、潜在的星基增强

方式，可以考虑与低轨卫星共同为 GNSS 系统提供增强服务。由高、中、低和椭

圆轨道卫星组成的混合星座，其性能如何，对于未来低轨卫星实现 GNSS 增强的

发展可能起到的作用，也值得进行评估。 

评估某个星座设计方案的性能时，传统方法使用真实或者经过复杂计算的仿

真精密星历，计算卫星可见性与 DOP 值[119–121]。为了找到一种可以简便分析星

座性能的方法，有学者提出了概率模型。该模型仅需某星座设计方案的基本参数

便可以对卫星可见性与空间分布状态进行分析[115]。之后该模型又被应用在估计

低轨卫星星载 GPS 接收机可见卫星数量[122]。然而该模型仅仅适用于 MEO 或者

低轨卫星星座[114]。为了将该模型适用于 GEO 与 IGSO 卫星，又有学者对概率模

型进行了扩展[114]。但是正如前文所提到的，对于椭圆轨道卫星在未来的 GNSS

系统发展中搭配低轨卫星可能起到的作用，需要进行仔细研究；如何将概率模型

进行扩展以适用于评估椭圆轨道卫星可能起到的作用，也值得进行探索。 
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除了采用低轨与椭圆轨道卫星的信号增强 GNSS 之外，GNSS 本身也在持续

发展。目前，越来越多的 GNSS 卫星已经可以发射三频，甚至四频或者五频信号。

多频信号为模糊度固定与提升定位性能提供了新的契机[18–23,123,124]。在 GNSS 发

展的新时代背景下，有必要考虑如何使用多频信号进行周跳探测与修复。 

对于周跳问题，近几十年以来，许多学者对此问题进行了深入研究并尝试提

出了一些解决方案。比如高次差法探测周跳[125]，该方法虽然理论严密，但难以

在计算机上实现，并且会放大噪声，难以探测小周跳；多项式拟合法[125,126]，本

质上与高次差法相同，虽然容易编程实现，但极易受观测噪声影响，同样不适合

探测修复小周跳，而且该方法的拟合窗口长度以及阶数根据经验确定，缺乏严密

理论支持[127]；也有学者尝试改进外推法，比如使用灰色理论外推法[128]，但该算

法过于复杂；又比如有学者提出采用切比雪夫多项式拟合修复周跳[129]；这些方

法共同的问题是：如果最开始的历元发生周跳，则无法正常启动，且容易受到伪

距观测噪声与多路径效应的影响，导致周跳探测修复出现错误。 

TurboEdit 算法[130]被广泛应用于多种 GNSS 数据处理软件，但仅适用于双频

信号，且不能修复周跳。随着 GNSS 的现代化与新系统的建立，越来越多的卫星

发送三频信号，而多频信号有助于模糊度固定与周跳探测修复 [131]。借鉴

TurboEdit 算法思想，有学者提出了三频 TurboEdit 周跳处理方法[132]，但该方法

组合系数是小数，破坏了模糊度整数特性，采用的空间搜索方法确定每个频点的

跳变量的数值稳定性差；Dai 等[133]提出用 2 个无几何载波组合和 LAMBDA（least 

squares ambiguity decorrelation adjustment，LAMBDA）空间搜索方法[134]探测修复

三频周跳，但这种方法由于组合过少，存在特殊周跳组合无法被探测发现的情况；

许多方法都采用空间搜索方法确定每个频点周跳[132,133,135–137]，但这种方法问题

在于：搜索空间和步长难以自适应变化，当搜索空间过大而步长较短时，计算量

急剧增大，影响数据处理效率；而搜索空间过小但步长较长时，又可能错过最佳

估值，造成跳变量计算错误；又有学者提出构造 3 个线性无关的码相组合[138,139]，

计算每个频点跳变量时，避免使用搜索方法，提高计算效率，但该方法容易受到

伪距噪声和多路径效应的影响。特别是该方法进行历元间二次差分时[138]，会进

一步放大噪声，进而造成周跳探测修复成功率急剧下降；又有学者提出采用 3 个

无几何无电离层码相组合探测修复周跳[140]，但该方法第 3 个组合观测值的噪声

太大，导致很多历元无法正确修复周跳并且其提出的多项式拟合和窗口平滑的方

法，增加了算法复杂程度，修复周跳的方程呈现病态，必须采用空间搜索方法；

为缓解伪距噪声和多路径造成的不利影响，可以考虑采用逐级修复周跳的方式

[141,142]，第 1 个组合周跳计算完毕之后，其它组合进行相位之间的组合，减缓伪

距噪声的影响；也有学者提出可以使用无几何模型估计跳变量[143]，在此基础上
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附加电离层约束，可以进一步提高周跳估计模型强度[144]，但该种算法无论卫星

是否发生周跳都要参与计算，有的没有周跳探测步骤，有的采用粗差探测迭代方

式探测周跳，运算量普遍偏大。至于低轨卫星实现 GNSS 增强的过程中，遇到的

周跳探测修复问题，目前研究较少。现有的周跳探测修复方法，用于低轨卫星观

测值，可能起到怎样的作用，暂时缺少相关讨论。 

1.2 研究意义 

以低轨卫星与椭圆轨道卫星和多频信号为代表的信号域星基增强方式，在未

来的 GNSS 系统发展中将会起到越来越重要的作用。关于低轨卫星增强 GNSS 定

位，虽然目前已经有学者对此进行了深入研究，但这些研究主要集中在具体定位

结果与宏观理论方面的论证。要真正实现低轨卫星增强 GNSS 定位，有许多关键

细节技术问题需要深入探讨。比如为了实现实时定位，低轨卫星应该使用怎样的

广播星历模型，就是实现低轨卫星增强 GNSS 定位关键技术之一。对于这个问

题，目前的研究相对较少。一些学者为了解决这些问题，进行一些有益的探索。

针对这个问题有两种思路：一是研究相对较多的轨道根数型广播星历；二是矢量

积分型广播星历。但正如在国内外研究现状所指出的，对于轨道根数类型广播星

历，受限于在某些特殊情况下的奇点问题，会出现拟合广播星历参数失败，无法

满足拟合精度要求的问题。虽然有不少学者为解决奇点问题进行了不少努力，但

是目前所提出的方法，都只是部分消除奇点问题的影响。而基于矢量积分型的广

播星历，虽然能够避免棘手的奇点问题，但研究相对较少。标准的 GLONASS 广

播星历直接用于拟合低轨卫星精密轨道，也存在拟合误差过大的问题。因此，针

对目前低轨卫星广播星历设计存在的种种问题，本文进行了较为深入的探讨。 

与此同时，在实现低轨卫星增强 GNSS 的过程中，需要对星座设计方案的全

球卫星可见性与卫星空间分布情况进行评估，以择优星座设计方案。传统的方法

需要真实的或者仿真的精密星历。由于在卫星实际发射之前，获取真实的精密星

历不现实。而仿真的精密星历通常需要经过复杂的计算。为此，本文在对之前学

者的研究成果学习、总结的基础之上，对概率模型进行优化扩展。仅需卫星星座

设计方案的一些基本参数，便可以评估星座设计方案的性能，为最终的星座设计

方案提供了有价值的参考。除了低轨卫星增强 GNSS 定位，使用椭圆轨道卫星改

善特定区域卫星可见性与空间分布也是一种星基增强方式，可以与低轨卫星配合

使用。因此，探究椭圆轨道卫星在未来 GNSS 的发展所起到的作用也是值得研究

的课题。为了评估包括高、中、低轨以及椭圆轨道卫星在内的 GNSS+星座设计
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方案，本文使用扩展的概率模型对其进行了评估，相关结论为未来 GNSS 发展提

供有益的参考。 

此外，除了引入低轨与椭圆轨道卫星，在卫星空间分布优化方面进行增强之

外，已经有越来越多的卫星可以发送多频信号。如何利用多频信号资源，实现更

稳健的定位也是未来需要仔细研究的问题。多频信号的周跳探测修复，在数据预

处理过程中起着非常关键的作用。如果处理不当，将会严重损害定位结果。特别

是如何对伪距观测值进行降噪，提升周跳探测修复成功率，尚缺乏研究。本文提

出的相位平滑伪距方法辅助探测修复多频周跳，为解决高、中和低轨卫星的周跳

问题进行了有益的探索。 

因此，本文立足现有 GNSS 系统的状态，研究低轨卫星实现增强 GNSS 过程

中可能遇到的若干关键技术，并尝试为解决这些关键技术问题提供可能的解决方

案。 

1.3 本文拟解决的核心技术问题与主要研究内容 

1.3.1 本文拟解决的核心技术问题 

低轨卫星增强 GNSS 定位的关键技术之一，是要针对低轨卫星的运动特点，

设计合适的广播星历模型。此外，在实现低轨卫星增强 GNSS 的过程中，需要找

到一种简便的方法对星座性能进行评估。对于另一种星基增强方式，椭圆轨道卫

星，在未来 GNSS 系统发展过程中搭配低轨卫星所能起到作用，也值得进行初步

探究。本文将概率模型进行扩展，仅需一些基本的星座设计参数，便可以对星座

设计方案进行评估而无需真实的或者仿真的精密星历。随着 GNSS 系统的发展，

越来越多的卫星可以发送三频信号。但之前的周跳探测方法，大多是适用于双频

信号，如何对高、中、低轨卫星多频周跳进行探测修复，也需要进行讨论研究。

针对相关问题的研究现状，本文拟解决的核心技术问题包括： 

（1）广播星历参数拟合方法 

在设计完毕广播星历模型之后，需要使用一定的方法，基于精密星历拟合相

应参数，才能评价广播星历模型的拟合精度。在拟合广播星历参数的过程中，有

2 个关键问题需要仔细考虑：其中一个问题是：采取何种方式估计广播星历参数。

目前的主流策略是使用最小二乘迭代估计方法。但在实际拟合广播星历参数过程

中，有时由于参数之间存在较强相关关系，法方程严重病态，容易造成拟合失败；

另外一个问题是：在线性化误差方程时，需要计算每个参数偏导数。如果使用严
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格的解析方法，则偏导数的计算过程将非常复杂。因此有必要找到一种方便的计

算方式。本文以这 2 个关键问题为切入点，提出了一种简单而有效的广播星历参

数拟合策略，为后续广播星历设计的研究做好铺垫； 

（2）基于轨道根数的低轨卫星广播星历设计 

考虑到目前轨道根数型广播星历已经在 GNSS 系统得到了广泛应用，本文基

于轨道根数型广播星历设计了多种方案并对这些方案在各个可能影响其拟合精

度的情形进行测试。对于在某些特殊情况下的奇点问题，本文也尝试提出了一种

解决方案，实现同时对小轨道偏心率、小轨道倾角与极轨道引起的奇点问题的解

决； 

（3）基于矢量积分的低轨卫星广播星历设计 

矢量积分型广播星历从另外一个全新的视角，为低轨卫星广播星历设计问题

提供解决方案。该种类型的广播星历，适合在短时间内高精度描述卫星运动状态，

并且具备良好的无奇异特性，可以完全避免轨道根数型广播星历一直存在的奇点

问题。从矢量积分型广播星历的角度，本文设计了适用于低轨卫星的广播星历模

型并从积分方法、积分步长、轨道倾角等多个方面检验该星历模型的性能。同时，

对于矢量积分型与轨道根数型广播星历各自的特点也进行了分析比较； 

（4）扩展的概率模型评估星座性能 

通常，在全球范围内评估某个 GNSS 星座设计方案时，需要实际的或者经过

复杂计算的仿真星历。但概率模型只需要一些基本的星座参数。考虑到传统的概

率模型，仅仅适合运行在近圆轨道的卫星。本文对传统的概率模型进行扩展与优

化，提出扩展的概率模型。该模型能够评估包括椭圆轨道卫星、低轨卫星、GEO

与 MEO 在内的混合星座设计方案的性能； 

（5）椭圆轨道卫星性能分析 

与低轨卫星增强 GNSS 定位类似，引入椭圆轨道卫星也是星基增强的方式之

一。目前，椭圆轨道卫星对于现有 GNSS 星座，在卫星可见性与空间分布状态的

提升作用，尚缺乏系统研究。本文基于扩展的概率模型，对于椭圆轨道与低轨卫

星在未来的 GNSS 系统发展中可能发挥的作用进行了系统分析，为未来的混合

星座设计提供一些有益的参考； 

（6）多频周跳探测与修复 

目前的多频周跳探测修复方法，都会受到伪距观测噪声的影响。当伪距观测

噪声较大时，周跳探测修复成功率将会急剧下降。现有的大多数算法尚未考虑，

如何通过对伪距观测值降噪的方式，提高周跳探测修复成功率。此外，低轨卫星

增强 GNSS 目前尚处于总体理论论证阶段，一些具体的细节技术问题，比如周跳

问题还缺乏讨论。为此，本文提出相位平滑伪距辅助周跳探测修复的算法，对高、
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中和低轨卫星的周跳探测修复问题进行研究。 

1.3.2 主要研究内容 

本文主要研究内容及章节设置如下： 

第一章， 介绍了目前 GNSS 系统的发展状态，指出其存在的发展瓶颈。而

低轨卫星与椭圆轨道卫星作为新兴的星基增强方式之一，有助于

解决目前GNSS系统的发展瓶颈。但是在实现低轨卫星增强GNSS

时，应该如何设计适合于低轨卫星的广播星历模型是需要的解决

的关键技术问题；椭圆轨道卫星配合低轨卫星在未来 GNSS 系统

可能起到的作用，尚缺乏系统分析；此外，周跳探测修复也是数

据预处理过程中非常重要的问题之一。目前的方法，大多针对双

频观测数据，随着越来越多的卫星可以发射三频信号，对于多频

信号的高、中、低轨卫星周跳探测修复问题，还需进一步研究。

基于研究现状，阐述了本文研究相关问题的意义以及准备着手解

决的核心技术问题。 

第二章， 主要讲述了目前 GNSS 系统正在使用的广播星历模型及其使用方

法；如何衡量拟合广播星历过程中造成的拟合误差；对于在拟合

广播星历参数过程中，如何为每个参数计算偏导数与参数拟合方

法进行了探讨并提出了一种拟合广播星历参数的简便策略。 

第三章， 结合低轨卫星运行特点，设计了适合于低轨卫星的轨道根数型广

播星历模型。对于奇点问题进行了仔细探讨，发现第一类无奇点

与第二类无奇点轨道根数都不能完全去除奇异问题造成的不利影

响。为此，本章重点讨论了基于第二类无奇点改进轨道根数设计

的广播星历模型方案并仔细探讨了轨道偏心率、轨道高度、轨道

倾角与拟合时间段长度对本文提出的广播星历模型拟合精度可能

存在的影响。尝试摆脱之前的低轨卫星广播星历模型无法完全克

服奇异问题的困境。 

第四章， 本章从另外一个角度设计低轨卫星广播星历模型。针对低轨卫星

运行特点，在现行标准的 GLONASS 广播星历模型的基础之上进

行改进，同样对可能影响广播星历拟合精度的因素：轨道积分方

法、积分步长、轨道高度、轨道倾角与拟合时间段长度可能造成

的影响进行全面分析；轨道根数型与矢量积分型广播星历模型，

是对同一个问题在两个不同角度的解决思路。本章对于基于这两
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种方案设计的广播星历模型进行比较分析，并总结各自的特点。 

第五章， 如何设计导航星座是建设低轨卫星增强 GNSS 系统的关键工作之

一。为了在卫星未实际发射之前，使用简便的方法评估某个星座

设计方案的优劣，本章对传统的概率模型进行优化扩展，提出扩

展的概率模型并采用真实的精密星历对概率模型的可靠性进行验

证。同时，使用概率模型，对使用椭圆轨道卫星的潜在星基增强

方式在未来 GNSS 系统建设中可能起到的作用，进行分析。此外，

对于目前北斗三号与 GPS 系统的星座性能特点、IGSO 与处于椭

圆轨道的准天顶（quasi-zenith orbit，QZO）卫星各自的特点也进

行了分析与比较。最后，使用扩展的概率模型对低轨卫星，椭圆

轨道卫星、GEO、IGSO 与 MEO 卫星组成的 GNSS+混合星座的

性能进行了分析与展望； 

第六章， 对多频周跳探测修复问题进行研究。针对目前多频周跳探测修复

方法，容易受到伪距观测噪声影响的问题，考虑使用相位平滑伪

距方法，对伪距观测值进行降噪。使用高、中和低轨卫星的观测

数据，对相位平滑伪距辅助多频周跳探测修复算法进行测试，统

计在伪距经过平滑去噪之后，对于周跳探测修复成功率的提升幅

度。 

第七章， 对全文进行总结，并展望后续研究工作。 

1.4 本章小结 

本章介绍了论文的研究背景与意义，指出了 GNSS 发展瓶颈以及新的发展趋

势。在此基础上对于未来低轨卫星实现 GNSS 增强过程中，需要解决的新的若干

关键技术问题进行了分析，确定了本文的研究目标与具体研究内容。 
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第2章 常规的广播星历模型及其精度评定方法 

拟合广播星历参数时，为了线性化误差方程，需要计算每个广播星历参数的

偏导数。使用解析法时，每个参数偏导数的推导过程非常复杂。此外，现有的卫

星导航系统的卫星都运行在近圆轨道上，有的卫星的轨道倾角比较小，造成某些

轨道根数型广播星历参数之间具有较强相关程度，法方程严重病态，对于微小误

差极其敏感。此时，需要仔细考虑星历参数的估计方式。鉴于绝大多数参考文献

都没有详细列出轨道根数类型广播星历中每个参数的偏导数推导过程。因此，本

文以 GPS 18 参数广播星历为例，详细推导了每个广播星历参数的偏导数。由于

该推导过程非常复杂，本文又介绍使用数值导数法计算广播星历参数偏导数。在

实际广播星历参数估计过程中，分别使用解析法与数值导数法拟合广播星历参数

并对拟合结果进行比较，以此探究数值导数法是否可靠。实验结果表明：数值导

数法简单可靠，可以避免繁琐的偏导数推算过程且不会对拟合精度产生不利影响，

对于星历参数拟合精度的影响仅在毫米至亚毫米级别；对于广播星历参数估计方

法，本文分别采用传统的最小二乘估计方法与 QR 分解方法；并对这 2 种估计参

数方法拟合结果进行比较。实验结果表明：使用基于 QR 分解的迭代估计方法，

可以有效缓解观测方程病态与参数之间高度相关问题对于估计广播星历参数造

成的不利影响。 

2.1 广播星历参数模型精度评定方法 

广播星历误差主要是以下 3 个原因造成的： 

(1) 预报星历存在误差。拟合广播星历时用到的精密轨道与钟差，通常是地

面观测站根据观测数据预报得到的。因此，与真实卫星轨道与钟差相比，

存在误差； 

(2) 拟合广播星历参数时造成的误差。由于使用的广播星历模型存在差异，

或者拟合方法不同，在拟合广播星历参数过程中会产生误差。如何设计

适用于低轨卫星的广播星历模型并采取恰当的拟合方法，尽可能减小拟

合广播星历造成的误差将会是本文的研究重点； 

(3) 数据截断误差。星历参数拟合完毕之后，需要播发给用户使用。由于传

输资源有限，会对星历数据进行截断，由此也会产生一定误差。 

对于问题(1)与(3)，本文不讨论。现在，重点讨论如何评估由于拟合广播星历
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造成的误差。 

通常在地心地固坐标系拟合广播星历参数并认为精密星历提供的卫星坐标

为真值 R ，对精密星历坐标拟合之后，可以得到广播星历参数。然后根据相应用

户算法可以计算得到卫星坐标值 R。那么拟合 n 个历元的精密卫星坐标时，卫星

位置分量在地心地固系下的拟合误差可以表示为： 

 ,              1,2,3,
i

i

i

x
y R R i n
z

 
 
 = − = 
  

 (2.1)  

拟合过程中的均方根（Root Mean Square，RMS）误差值的计算公式为： 

 ( )2 2 2

1

3

n

i i i
i

x y z
RMS

n
=

 +  + 
=
  (2.2)  

在地心地固坐标系中，获取根据广播星历计算的坐标与精密星历坐标的差异

之后，可以将该差异转换至卫星轨道坐标系。这样就可以直观判断卫星在径向、

切向和法向的误差。拟合误差会一般被逐点转换至卫星轨道坐标系，具体转换方

法为： 

 ( )
i i

i i

i i

R x
A S y
C z

    
   
 = −    
       

zGR  (2.3)  

其中，ΔRi、ΔAi 和ΔCi 分别表示广播星历计算的第 i 个点的卫星位置分量

在卫星轨道坐标系中径向、切向和法向的误差。 ix 、 iy 和 iz 分别表示由广播

星历计算的卫星位置分量在地心地固系下的误差。接下来讨论 G 和 Rz(-S)的计算

方法。 

设 r 与 r 分别为卫星在惯性坐标系下的位置与速度矢量。那么卫星轨道坐标

系与地心惯性坐标系的转换矩阵 G 可表示为： 

 r r r r r r
r r r r

T

r r
   

=        

G       (2.4)  

对于从惯性坐标系转换至地心地固坐标系旋转矩阵 Rz(-S)可用下式计算： 
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 ( )
cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

z

  
R

S S
S S S

 
 − = − 
 
 

 (2.5)  

其中，S 为当天的格林威治标准时间零时所对应的格林尼治恒星时。 

在用户实际使用广播星历时，由于广播星历误差引起的在用户与卫星视线上

的等效 URE 是最值得关注的。URE 指标考虑了卫星轨道与钟差共同造成的影响，

综合反映了广播星历的精度。通常，对于 GPS 而言，要求拟合 URE 不应超过 10 

cm[145]。由于本文只考虑拟合广播星历造成的误差，则定义拟合 URE 的计算公式

为[102]： 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( )2 2 22 2
,R i A C i iURE w RMS R w RMS A RMS C=  +  +   (2.6) 

其中，wR 和 wA,C 为径向、切向和法向的贡献因子。这些贡献因子的值与卫星轨

道高度密切相关。本质上是卫星覆盖范围内贡献因子的统计值。具体的贡献因子

值如表 2.1 所示[102]。 

表 2.1 不同轨道高度 URE 贡献因子 

轨道高度 (km) wR wA,C 

400 0.419 0.642 

600 0.488 0.617 

800 0.540 0.595 

1000 0.582 0.575 

1200 0.618 0.556 

1400 0.648 0.539 

2.2 矢量积分型广播星历模型 

与 GPS，Galileo，QZSS 等卫星导航系统不同，GLONASS 使用矢量积分类

型广播星历。该类型广播星历，基于卫星在参考时刻的运动状态，使用力模型在

ECEF 坐标系进行数值积分，计算广播星历参数有效期内任意观测时刻卫星位置

与速度[73]。 
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2.2.1 参数模型 

标准的 GLONASS 广播星历模型有 10 个参数，包含了日月摄动加速度以及

卫星在参考时刻的位置和速度，作为轨道积分的初始条件。这些参数的具体含义

如表 2.2 所示。GLONASS 广播星历更新频率较快，有效弧段较短，需要每 30 min

更新一次。基于矢量积分思想设计的广播星历模型具有良好的无奇异特性，可以

适用于各种类型的轨道，具有较强的扩展能力[104]。 

表 2.2 标准的 GLONASS 广播星历参数及其意义 

参数 意义 

toe 星历参考时刻 

X, Y, Z 卫星在参考时刻位置 

Vx, Vy, Vz 卫星在参考时刻速度 

ax, ay, az 卫星加速度 

2.2.2 用户算法 

对于标准的 GLONASS 广播星历，用户需要使用数值积分的方法，计算在星

历参数有效期内任意观测时刻卫星位置与速度。首先需要计算卫星在 ECEF 中的

加速度，其计算公式为[73,146–148]： 

 
2 2

2
_ 203 5 2

3 51 2
2

e
ECEF X e e Y x

GMaGM ZR X C X X V a
r r r

 
 

= − + − + + + 
 

 (2.7)  

 
2 2

2
_ 203 5 2

3 51 2
2

e
ECEF Y e e X y

GMaGM ZR Y C Y X V a
r r r

 
 

= − + − + − + 
 

 (2.8)  

 
2 2

_ 203 5 2

3 53
2

e
ECEF Z z

GMaGM ZR Z C Z a
r r r

 
= − + − + 

 
 (2.9)  

其中，GM 为万有引力常数（GM = 398600.44 km3 s−2）；r 为卫星到地球质心距

离；ae 为地球半径；C20 为地球重力系数（C20 = −0.00108263）；ωe 为地球自转角

速度（ωe = 0.7292115 × 10−4 rad s−1）。 

以参考时刻卫星的位置与速度为初始条件，则在广播星历参数有效时间段内，

任意观测时刻 t 的卫星位置，可采用值积分的方法计算： 
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0

0

R R R

R R R

oe

oe

t

t ECEF
t

t

t t
t

dt

dt


= +



 = +







 (2.10)  

其中， ( )0 , ,R = T
X Y ZV V V ， ( )0 = , , TX Y ZR 分别为参考时刻的卫星速度与位置向量；Rt

和Rt分别为观测时刻的卫星速度与位置向量。在标准的GLONASS广播星历中，

数值积分方法采用 4 阶的龙格库塔方法。对于低轨卫星的矢量积分型广播星历设

计，在后续章节中，将会讨论积分器与积分步长对于星历拟合精度的影响。 

2.3 轨道根数型广播星历模型 

基于经典的开普勒轨道根数，先后发展出两种模型：GPS 16 参数广播星历

模型与 GPS 18 参数广播星历模型。其中，GPS 16 参数模型在 LNAV 电文中播

发，GPS 18 参数模型在 CNAV 电文中播发且具备更高的拟合精度[69,70]。 

2.3.1 参数模型 

GPS 18 参数广播星历采用开普勒轨道根数表达形式，除了 1 个星历参考时

刻参数 toe，共 17 个轨道参数，包括 6 个开普勒根数：( )0 0 0, , , , ,A e i M  与 5 个

长 期 摄 动 改 正 参 数 ： ( ), , , ,A n n i   ， 6 个 短 期 摄 动 改 正 参 数 ：

( ), , , , ,rc rs uc us ic isC C C C C C 。轨道根数型广播星历模型的有效弧段较长，每 2 h 更新

一次，具备较强的外推能力。但是在某些情况，比如对于小轨道倾角或者小偏心

率轨道，该星历模型存在奇异问题，造成星历参数拟合失败。这些参数的具体含

义如表 2.3 所示。 

表 2.3 GPS 18 参数广播星历参数及其意义 

参数 意义 

toe 星历参考时刻 

A  半长轴与参考值之差 
e  轨道偏心率 

i0 参考时刻轨道倾角 
0  参考时刻升交点赤经 

  近地点幅角 
0M  参考时刻平近点角 
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续表 

参数 意义 

A  半长轴一次变化率 
n  平均角速度改正量 

n  平均角速度校正值一次变化率 

i  轨道倾角变化率 

  升交点赤经变化率与参考值之差 
rcC  卫星矢量长度余弦调和改正项 
rsC  卫星矢量长度正弦调和改正项 
ucC  升交点角距余弦改正项 
usC  升交点正弦改正项 
icC  轨道倾角余弦改正项 
isC  轨道倾角正弦改正项 

2.3.2 用户算法 

用户根据收到广播星历参数之后可以计算卫星在任意观测时刻位置。GPS 18

参数广播星历具体算法如下[149]： 

计算观测时刻与参考时刻时间差 tk： 

 k oet t t= −  (2.11) 

计算卫星平均角速度 nk： 

 3

1+
2k k

k

GMn n nt
A

= +   (2.12) 

其中，Aref 为半长轴参考值； n 和 n 分别为卫星平均角速度校正值及其一次变

化率。 

计算观测时刻轨道半长轴 Ak： 

 k ref kA A A At= + +  (2.13)  

计算观测时刻平近点角 Mk： 

 0k k kM M n t= +  (2.14)  
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迭代计算偏近点角 Ek： 

 sink k kE M e E= +  (2.15)  

计算真近点角 fk： 

 
12arctan tan
1 2

k
k

Eef
e

 +
=   − 

 (2.16)  

计算纬度幅角： 

 k kf  = +  (2.17) 

计算纬度幅角改正项 δuk： 

 ( ) ( )cos 2 sin 2k uc k us ku C C =  +   (2.18) 

计算轨道倾角改正项 δik： 

 ( ) ( )cos 2 sin 2k ic k is ki C C =  +   (2.19) 

计算径向改正项 δrk： 

 ( ) ( )cos 2 sin 2k rc k rs kr C C =  +   (2.20)  

计算改正后的纬度幅角 uk： 

 k k ku u= +  (2.21)  

改正后的径向 rk： 

 ( )1 cosk k kr a e E r= − +  (2.22)  

改正后的轨道倾角 ik： 

 0k k ki i i it= + +  (2.23) 

计算卫星在轨道平面坐标系坐标 
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cos
sin

k k k

k k k

x r u
y r u
=

 =
 (2.24)  

计算观测时刻升交点赤经 Ωk： 

 ( )0k e k e oet t  = + − −  (2.25) 

 ref = +  (2.26) 

其中， e 是地球自转角速度， ref 是升交点赤经参考值。 

计算卫星在地心地固坐标系下的坐标： 

 
cos cos sin
sin cos cos
sin

k k k k k

k k k k k

k k

x y ix
y x y i
z y i

 −   
   =  +   

   
   

 (2.27) 

每个历元的卫星坐标由相应的轨道参数经过上述算法得到，其函数可抽象表

示为： 

 ( )0 0 0 0, , , , , , , , , , , , , , , , , ,oe uc us rc rs ic is

x
y F t t A A n n M e C C C C C C i i
z



 
  =      
 
 

 (2.28) 

2.4 广播星历参数拟合方法 

目前绝大多数参考文献在拟合广播星历时，先采用复杂的解析法计算偏导数，

再用迭代最小二乘法拟合参数[86,87,102,150]。但是，解析法推导偏导数的过程非常复

杂，而迭代最小二乘法拟合参数的数值稳定性有时不太理想。本节以 GPS 18 参

数广播星历的拟合过程为例，介绍一种拟合广播星历参数的简便策略。鉴于 GPS 

18 参数广播星历模型拟合精度更高且偏导数推算过程更为复杂，本节首先使用

解析法详细推导 GPS 18 参数广播星历模型每个参数的偏导数。然后，介绍使用

数值导数法计算偏导数与基于 QR 分解的参数估计方法。最后，采用 2019 年 4

月 17 日德国地学研究中心发布的精密星历，拟合 GPS 18 参数广播星历。在拟合

过程中，对于偏导数的计算分别采用严格解析法与数值导数法，并对使用这两种

方法的拟合结果进行比较分析；在估计广播星历参数时，分别采用迭代最小二乘
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与基于 QR 分解的迭代拟合方法，并同样对这两种参数估计方法的拟合结果进行

比较分析。 

2.4.1 卫星位置矢量对 GPS 18 参数星历的偏导数推导 

为了线性化方程，需要计算广播星历中每个参数的偏导数。本节严格推导了

GPS 18 参数广播星历每个参数的偏导数，具体推导过程如下所示： 
（1） A 偏导数推导 

由(2.24)和(2.27)式可知： 

 k k k k

k k k k

r u ix x x x x
A r A u A i A A

       
= + + +

        
 (2.29)  

由(2.15)、(2.21)、(2.23)和(2.25)式可知： 0ku
A


=


， 0ki

A


=


， 0k

A


=


  

所以， 

 k

k

rx x
A r A

 
=

  
 (2.30)  

由(2.27)式可知： 

 cos cos sin cos sink k k k k
k

x u u i
r


=  − 


 (2.31)  

由(2.22)式可知： 

 1 cosk
k

r e E
A


= −


 (2.32)  

所以， 

 ( )( )1 cos cos cos sin cos sink
k k k k k k

k

rx x e E u u i
A r A

 
= = −  − 

  
 (2.33)  

同理， 

 ( )( )1 cos cos sin sin cos cosk
k k k k k k

k

ry y e E u u i
A r A

 
= = −  + 

  
 (2.34)  
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 ( )( )1 cos sin sink
k k k

k

rz z e E u i
A r A

 
= = −

  
 (2.35)  

（2） A偏导数推导 

由(2.24)和(2.27)式可知： 

 k k k k

k k k k

r u ix x x x x
A r A u A i A A

       
= + + +

        
 (2.36) 

由(2.15)、(2.21)、(2.23)和(2.25)式可知： 0ku
A


=


， 0ki

A


=


， 0k

A


=


  

所以， 

 k

k

rx x
A r A

 
=

  
 (2.37)  

由(2.31)式可知： 

 ( )1 cosk
k k

r t e E
A


= −


 (2.38)  

所以， 

 ( )( )1 cos cos cos sin cos sink
k k k k k k k

k

rx x t e E u u i
A r A

 
= = −  − 

  
 (2.39)  

同理， 

 ( )( )1 cos cos sin sin cos cosk
k k k k k k k

k

ry y t e E u u i
A r A

 
= = −  + 

  
 (2.40)  

 ( )( )1 cos sin sink
k k k k

k

rz z t e E u i
A r A

 
= = −

  
 (2.41)  

（3） 偏心率 e 的偏导数 

偏心率 e 的偏导数的推导过程相对复杂。由(2.24)和(2.27)式可知： 
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 k k k k

k k k k

r u ix x x x x
e r e u e i e e

       
= + + +

        
 (2.42) 

由(2.23)和(2.25)式可知： 0ki
e


=


， 0k

e


=


 

所以， 

 k k

k k

r ux x x
e r e u e

   
= +

    
 (2.43)  

由(2.15)式可知： 

 sin cosk k k kE E e e E E =  +   (2.44)  

所以， 

 
sin

1 cos
k k

k

E E
e e E


=

 −
 (2.45)  

由(2.22)式可知， 

 

( )

2 2

sincos sin
1 cos

cos cos sin     
1 cos

cos
     

1 cos

k k
k k k

k

k k k
k

k

k k

k

r EA E e E
e e E

E e E e EA
e E

A e E
e E

 
= − − 

 − 

 − −
= −  − 

−
=

−

 (2.46)  

再结合(2.31)式可知： 

 
( ) ( )cos

cos cos sin cos sin
1 cos
k kk

k k k k k
k k

A e Erx u u i
r e e E

−
=  − 

  −
 (2.47)  

同理， 

 
( ) ( )cos

cos sin sin cos cos
1 cos
k kk

k k k k k
k k

A e Ery u u i
r e e E

−
=  + 

  −
 (2.48)  

 
( ) ( )cos

sin sin
1 cos
k kk

k k
k k

A e Erz u i
r e e E

−
=

  −
 (2.49)  
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由(2.27)式可知： 

 ( )sin cos cos cos sink k k k k k
k

x r u u i
u


= −  − 


 (2.50)  

由(2.21)式可知： 

 

( )

( )

( )( )

2
2 2

2
2 2

3

2 1 1 1 1 1 1 1tan
1 2 1 2 1 211 tan cos
1 2 2

sin2 1 1 1 1 1     tan
1 2 1 2 1 cos1 11 tan cos
1 2 21

2 1    t
1 cos1 1 11

1 1 cos

k k k

k k

k k

k k k

k

k

u E Ee e e e
E Eee e e ee

e

E Ee
E Ee e e Ee e

e e

Ee e e
e E

 
  + − + − +

= + + − − − +  
−  

 
 +
 = +

+  − −+ −+  − − 

=
−+ + −+

− +

( )( )

( ) ( )( ) ( )

2

3

3

sin1 1 1an
2 1 2 1 coscos

2

sin sin2 1 1 1    
1 cos1 1 cos 1 1 cos 1 cos1 11

1 1 cos

2sin 1 1 1   
1 cos1 1 1 cos 1 cos1 cos 1 11

1 1 cos

k k

k k

k k

k k k k

k

k

k kk
k

E Ee
Ee e E

E Ee
Ee E e E e Ee e

e E

E e
Ee e E e EE e e

e E

 
 +

+ 
− −  

 

 + = +
 −+ + − + −+ −+  − +

+
= +

−+ − + −+ + −+
− +

( )

( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )( )

( )( )

3

3

2 2

3

2sin 1 1 cos 1 1 1   
2 1 cos 1 1 cos 1 cos1 cos 1 1

sin 1 1 1 1   
1 cos 1 1 cos1 1

1 1 1sin 1   
1 cos 1 1 cos1 1

sin
   

k

k k

k k kk

k

k k

k

k k

E e E e
e E e E e EE e e

E e e
e E e e Ee e

e e eE
e E e e Ee e

E

 
 
 
 

 − + + = +
 − − + −+ + − 

 − + = +
 − − −+ − 

 − + −
 = +
 − − −+ −
 

=
( )( )

( )
( )
( )

2

2

2

2

2

2

22

2

2

1 11
1 cos 1 1 1 cos

sin 1 1   
1 cos 1 cos1

sin 1 cos 1
   

1 cos 1 1 cos

sin 2 cos
   

1 1 cos

2sin sin cos sin
   

1 1

k

k k

k

k k

k k

k k

k k

k

k k k k

e
e E e e e E

E e
e E e Ee

E e E e
e E e e E

E e E e

e e E

E e E E e E

e

 
+ − 

 − + − − 

 −
 = +
 − −− 

 − + −
 =
 − − − 

− −
=

− −

− −
=

− −( )2cos ke E

 (2.51)  

所以， 
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( )
( )

( )
2

22

2sin sin cos sin
= sin cos cos sin cos

1 1 cos
k k k k kk

k k k k k
k k

r E e E E e Eux u u i
u e e e E

− −
−  − 

  − −
  (2.52) 

同理， 

  (2.53) 

 
( )

( )
( )

2

22

2sin sin cos sin
cos sin

1 1 cos
k k k k kk

k k
k k

r E e E E e Euz u i
u e e e E

− −
=

  − −
 (2.54)  

综上所述， 

 
( ) ( )

( )
( )

( )
2

22

cos
cos cos sin sin cos

1 cos

2sin sin cos sin
   sin cos cos sin cos

1 1 cos

k k

k k

k k
k k k k k

k

k k k k k
k k k k k

k

r ux x x
e r e u e
A e E

u u i
e E

r E e E E e E
u u i

e e E

   
= +

    

−
=  − 

−

− −
+ −  − 

− −

 (2.55)  

 
( ) ( )

( )
( )

( )
2

22

cos
cos sin sin cos cos

1 cos

2sin sin cos sin
   sin sin cos cos cos

1 1 cos

k k

k k

k k
k k k k k

k

k k k k k
k k k k k

k

r uy y y
e r e u e
A e E

u u i
e E

r E e E E e E
u u i

e e E

   
= +

    

−
=  + 

−

− −
+ −  + 

− −

 (2.56)  

 
( ) ( )

( )
( )

( )
2

22

cos
sin sin

1 cos

2sin sin cos sin
   cos sin

1 1 cos

k k

k k

k k
k k

k

k k k k k
k k

k

r uz z z
e r e u e
A e E

u i
e E

r E e E E e E
u i

e e E

   
= +

    

−
=

−

− −
+

− −

 (2.57)  

（4） 轨道倾角 i0 的偏导数 

由(2.24)、(2.23)和(2.27)式可知： 

 
0 0 0 0 0

k k k k

k k k k

r u ix x x x x
i r i u i i i i

       
= + + +

        
 (2.58) 

( )
( )

( )
2

22

2sin sin cos sin
sin sin cos cos cos

1 1 cos
k k k k kk

k k k k k
k k

r E e E E e Euy u u i
u e e e E

− −
= −  + 

  − −



第 2章 常规的广播星历模型及其精度评定方法 

25 

 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)和(2.25)式可知：
0

0k

k

rx
r i


=
 

，
0

0k

k

ux
u i


=

 
，

0

0k

i


=


 

所以， 

 
0 0

k

k

ix x
i i i

 
=

  
 (2.59)  

由(2.23)式可知： 

 
0

1ki
i


=


 (2.60)  

由(2.27)式可知： 

 sin sin sink k k
k

x u i
i


= 


 (2.61)  

所以， 

 
0 0

sin sin sink
k k k k

k

ix x r u i
i i i

 
= = 

  
 (2.62)  

同理， 

 
0 0

sin sin cosk
k k k k

k

iy y r u i
i i i

 
= = − 

  
 (2.63)  

 
0 0

sin cosk
k k k

k

iz z r u i
i i i

 
= =

  
 (2.64)  

（5） 轨道倾角变化率 i 的偏导数 

由(2.24)、(2.23)和(2.27)式可知： 

 

( )

    

    sin sin sin

k k k k

k k k k

k

k

k k k k k

r u ix x x x x
i r i u i i i i

ix
i i

r t u i

       
= + + +

        


=
 

= 

 (2.65)  

同理， 

 ( )sin sin cosk k k k k
y r t u i
i


= − 


 (2.66)  

 ( )sin cosk k k k
z r t u i
i


=


 (2.67)  
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（6） 升交点赤经 0 的偏导数 

由(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.27)式可知： 

 

( )

0 0 0 0 0

0

       

       cos sin sin cos cos

k k k k

k k k k

k

k

k k k k k k

r u ix x x x x
r u i
x

r u u i

       
= + + +

        


=
 

= −  − 

 (2.68)  

同理， 

 ( )
0

cos cos sin cos sink k k k k k
y r u u i

=  − 


 (2.69)  

 
0

0z
=


 (2.70)  

（7） 升交点赤经变化率的偏导数 

由(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.27)式可知： 

 
       

k k k k

k k k k

k

k

r u ix x x x x
r u i
x

       
= + + +

        


=
 

 (2.71)  

由(2.25)和(2.26)式可知： k
kt


=


 

再结合(2.27)式可知 

 ( )cos sin sin cos cosk k k k k k k
x t r u u i

= −  − 


 (2.72) 

同理： 

 ( )cos cos sin cos sink k k k k k k
y t r u u i

=  − 


 (2.73) 

 0z
=


 (2.74) 

（8） 近地点角距的偏导数 

由(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.27)式可知： 

 ( )sin cos cos cos sink
k k k k kk

k

ux x r u u i
u 

 
= = −  − 

  
 (2.75) 
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同理， 

 ( )sin sin cos cos cosk
k k k k kk

k

uy y r u u i
u 

 
= = −  + 

  
 (2.76) 

 ( )cos sink
k kk

k

uz z r u i
u 

 
= =

  
 (2.77) 

（9） 平近点角 M0 的偏导数 

由(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.27)式可知： 

 
0 0 0 0 0

k k k k

k k k k

r u ix x x x x
M r M u M i M M

       
= + + +

        
 (2.78) 

由(2.14)和(2.15)式可知： 

 0 sink k k kE M n t e E= + +  (2.79) 

所以， 

 0 cosk k kE M e E E =  +   (2.80)  

 
0

1
1 cos

k

k

E
M e E


=
 −

 (2.81)  

所以， 

 0 0

sin

sin        
1 cos

k k
k k

k k

k

r EA e E
M M

A e E
e E

 
=

 

=
−

 (2.82)  

所以， 

 ( )
0

sin cos cos sin sin cos
1 cos

k k k
k k k k k

k k

r A e Ex u u i
r M e E


=  − 

  −  (2.83)  

由(2.16)、(2.17)和(2.21)式可知： 
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 ( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )

( )

2 20

2 2

2

2

2

2 1 1 1 1
1 1 2 1 cos1 tan cos
1 2 2

1 1 1       
11 1 coscos sin

2 1 2
2 11 1       

1 1 cos 1 1 1 cos 1 cos

1 1 1 1       2
1 2 1 cos 1 cos

1       
1 cos

k

k k k

k k k

k k k

k k

k

u e
E EeM e e E

e
e

E Eee e E
e

ee
e E e e E e E

e e
e e E e E

e
e E

 +
=

+ − −+
−

+
=

+− −+
−

−+
=

− + − + + − −

+ −
=

− − −

−
=

−

 (2.84)  

所以， 

 
( )

( )
2

2
0

1 sin cos cos cos cos
1 cos

k k
k k k k k

k k

u r ex u u i
u M e E

 −
= −  + 

  −
 (2.85) 

所以， 

 ( )

( )
( )

0 0 0

2

2

sin        cos cos sin sin cos
1 cos

1           sin cos cos cos cos
1 cos

k k

k k

k k
k k k k k

k

k
k k k k k

k

r ux x x
M r M u M

A e E u u i
e E

r e u u i
e E

   
= +

    

=  − 
−

−
+ −  + 

−

 (2.86) 

同理， 

 ( )

( )
( )

0 0 0

2

2

sin        cos sin sin cos cos
1 cos

1           sin sin cos cos cos
1 cos

k k

k k

k k
k k k k k

k

k
k k k k k

k

r uy y y
M r M u M

A e E u u i
e E

r e u u i
e E

   
= +

    

=  + 
−

−
+ −  + 

−

 (2.87) 

 
( )

( )
( )

0 0 0

2

2

sin 1        sin sin cos sin
1 cos 1 cos

k k

k k

k k k
k k k k

k k

r uz z z
M r M u M

A e E r eu i u i
e E e E

   
= +

    

−
= +

− −

 (2.88) 
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（10） 平均角速度改正量 0n 的偏导数 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)可知： 

 0 0 0 0 0

0 0

        

k k k k

k k k k

k k

k k

r u ix x x x x
n r n u n i n n

r ux x
r n u n

       
= + + +

        

  
= +
   

 (2.89) 

由(2.14)和(2.15)式可知： 

 0 cosk k k kE t n e E E =  +   (2.90) 

所以， 

 
0 1 cos

k k

k

E t
n e E


=

 −  (2.91) 

所以， 

 0 0

sin

sin        
1 cos

k k
k k

k k k

k

r EA e E
n n

t A e E
e E

 
=

 

=
−

 (2.92) 

所以， 

 ( )
0

sin cos cos sin cos sin
1 cos

k k k k
k k k k k

k k

r t A e Ex u u i
r n e E


=  − 

  −  (2.93) 

由(2.21)式可知， 

 
0 0

k k k

k

u u E
n E n

  
=

  
 (2.94) 
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 ( )
( )( ) ( )( )

( )( )

2 2

2

2

1 1 1 12
1 1 21 tan cos
1 2 2

1 1       1 cos 1 cos11
2 1 2

2 11       
1 1 2 1 cos 1 1 cos

1 1 1       
1 1 cos

1       
1 cos

k

k kk

k k

k k

k

k

u e
E EeE e

e
e

E Eee
e

ee
e E e E

e e
e e E

e
e E

 +
=

+ −+
−

+
=

+ −+− +
−

−+
=

− − + + + −

+ −
=

− −

−
=

−

 (2.95) 

所以， 

 

( )

0 0

2

2

1        
1 cos

k k k

k

k

k

u u E
n E n

t e
e E

  
=

  

−
=

−

 (2.96) 

所以， 

 

( )
( )

0 0

2

2

1               sin cos cos sin cos
1 cos

k k k

k k k

k k
k k k k k

k

u u Ex x
u n u E n

r t e u u i
e E

   
=

    

−
= −  − 

−

 (2.97) 

所以， 

 ( )

( )
( )

0 0 0

2

2

sin         cos cos sin cos sin
1 cos

1             sin cos cos sin cos
1 cos

k k k

k k k

k k k
k k k k k

k

k k
k k k k k

k

r u Ex x x
n r n u E n

t A e E u u i
e E

r t e u u i
e E

    
= +

     

=  − 
−

−
+ −  − 

−

 (2.98) 

同理， 
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 ( )

( )
( )

0 0 0

2

2

sin         cos sin sin cos cos
1 cos

1             sin sin cos cos cos
1 cos

k k k

k k k

k k k
k k k k k

k

k k
k k k k k

k

r u Ey y y
n r n u E n

t A e E u u i
e E

r t e u u i
e E

    
= +

     

=  + 
−

−
+ −  + 

−

 (2.99) 

 
( )

( )
( )

0 0 0

2

2

sin 1         sin sin cos sin
1 cos 1 cos

k k k

k k k

k k k k k
k k k k

k k

r u Ez z z
n r n u E n

t A e E r t eu i u i
e E e E

    
= +

     

−
= +

− −

 (2.100) 

（11） 平均角速度校正值一次变化率 n 的偏导数 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)可知： 

 
        

k k k k

k k k k

k k

k k

r u ix x x x x
n r n u n i n n

r ux x
r n u n

       
= + + +

        

  
= +
   

 (2.101) 

由(2.14)和(2.15)式可知： 

 ( )
2

1 cos
2

k
k k

t ne E E 
−  =  (2.102) 

所以， 

 ( )
2

2 1 cos
k k

k

E t
n e E


=

 −  (2.103) 

由(2.22)和(2.27)式可知， 

 

( )
2

sin

sin       
2 1 cos

k k
k k

k k k

k

r EA e E
n n

A e E t
e E

 
=

 

=
−

 (2.104) 

 cos cos sin sin cosk k k k k
k

x u u i
r


=  − 


 (2.105) 

所以， 
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 ( ) ( )
2sin cos cos sin sin cos

2 1 cos
k k k k

k k k k k
k k

r A e E tx u u i
r n e E


=  − 

  −  (2.106) 

由(2.95)和(2.103)式可知： 

 

( )

2
2

2

1 1        
2 1 cos

k k k

k

k
k

u u E
n E n

et
e E

  
=

  

−
=

−

 (2.107) 

再结合(2.97)式可知 

 

( )
( )

2
2

2

1 1              sin cos cos sin cos
2 1 cos

k k k

k k k

k k k k k k
k

u u Ex x
u n u E n

et u u i
e E

   
=

    

−
= −  − 

−

 (2.108) 

所以， 

 ( ) ( )

( )
( )

2

2
2

2

sin       cos cos sin sin cos
2 1 cos

1 1           sin cos cos sin cos
2 1 cos

k k k

k k k

k k k
k k k k k

k

k k k k k k
k

r u Ex x x
n r n u E n

A e E t u u i
e E

et u u i
e E

    
= +

     

=  − 
−

−
+ −  − 

−

 (2.109) 

同理， 

 ( ) ( )

( )
( )

2

2
2

2

sin       cos sin sin cos cos
2 1 cos

1 1           sin sin cos cos cos
2 1 cos

k k k

k k k

k k k
k k k k k

k

k k k k k k
k

r u Ey y y
n r n u E n

A e E t u u i
e E

et u u i
e E

    
= +

     

=  + 
−

−
+ −  + 

−

 (2.110) 

 

( ) ( )
( )

( )
2 2

2
2

sin 1 1       sin sin cos sin
2 1 cos 2 1 cos

k k k

k k k

k k k
k k k k k

k k

r u Ez z z
n r n u E n

A e E t eu i t u i
e E e E

    
= +

     

−
= +

− −

 (2.111) 
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（12） 升交角距正弦调和改正项 Cus 的偏导数 

由(2.21)、(2.15)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)式可知： 

 
        

k k k k

us k us k us k us k us

k

k us

r u ix x x x x
C r C u C i C C

ux
u C

       
= + + +

        


=
 

 (2.112) 

由(2.18)、(2.21)和(2.27)式可知， 

 ( )sin 2k
k

us

u
C


= 


 (2.113) 

 
( )( )        sin 2 sin sin cos cos sin

k

us k us

k k k k k k k

ux x
C u C

r u u i

 
=

  

=  −  − 

 (2.114) 

 
( )( )        sin 2 sin sin cos cos cos

k

us k us

k k k k k k k

uy y
C u C

r u u i

 
=

  

=  −  + 

 (2.115) 

 ( )( )sin 2 cos sink
k k k k

us k us

uz z r u i
C u C

 
= = 

  
 (2.116) 

（13） 升交角距正弦调和改正项 Cuc 的偏导数 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)式可知： 

 
        

k k k k

uc k uc k uc k uc k uc

k

k uc

r u ix x x x x
C r C u C i C C

ux
u C

       
= + + +

        


=
 

 (2.117) 

由(2.18)、(2.21)和(2.27)式可知， 

 ( )cos 2k
k

uc

u
C


= 


 (2.118) 

 
( )( )        cos 2 sin sin cos cos sin

k

uc k uc

k k k k k k k

ux x
C u C

r u u i

 
=

  

=  −  − 

 (2.119) 

同理， 



同济大学 博士学位论文 低轨卫星实现 GNSS增强若干关键技术研究 

34 

 

 
( )( )        cos 2 sin sin cos cos cos

k

uc k uc

k k k k k k k

uy y
C u C

r u u i

 
=

  

=  −  + 

 (2.120) 

 ( )( )cos 2 cos sink
k k k k

uc k uc

uz z r u i
C u C

 
= = 

  
 (2.121) 

（14） 轨道半轴正弦调和改正项 Crs 的偏导数 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)式可知： 

 
        

k k k k

rs k rs k rs k rs k rs

k

k rs

r u ix x x x x
C r C u C i C C

ux
u C

       
= + + +

        


=
 

 (2.122) 

由(2.20)和(2.22)式可知， 

 ( )sin 2k
k

rs

r
C


= 


 (2.123) 

 
( )( )       sin 2 cos cos sin cos sin

k

rs k rs

k k k k k k

rx x
C r C

u u i

 
=

  

=   − 

 (2.124) 

同理， 

 
( )( )       sin 2 cos sin sin cos cos

k

rs k rs

k k k k k k

ry y
C r C

u u i

 
=

  

=   + 

 (2.125) 

 ( )( )sin 2 sin sink
k k k

rs k rs

rz z u i
C r C

 
= = 

  
 (2.126) 

（15） 轨道半轴余弦调和改正项 Crs 的偏导数 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)式可知： 

 
        

k k k k

rc k rc k rc k rc k rc

k

k rc

r u ix x x x x
C r C u C i C C

ux
u C

       
= + + +

        


=
 

 (2.127) 

由(2.20)和(2.22)式可知， 
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 ( )cos 2k
k

rc

r
C


= 


 (2.128) 

 
( )( )       cos 2 cos cos sin cos sin

k

rc k rc

k k k k k k

rx x
C r C

u u i

 
=

  

=   − 

 (2.129) 

同理， 

 
( )( )       cos 2 cos sin sin cos cos

k

rc k rc

k k k k k k

ry y
C r C

u u i

 
=

  

=   + 

 (2.130) 

 ( )( )cos 2 sin sink
k k k

rc k rc

rz z u i
C r C

 
= = 

  
 (2.131) 

（16） 轨道倾角正弦调和改正项 Cis 的偏导数 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)式可知： 

 
        

k k k k

is k is k is k is k is

k

k is

r u ix x x x x
C r C u C i C C

ux
u C

       
= + + +

        


=
 

 (2.132) 

由(2.20)和(2.23)式可知， 

 ( )sin 2k
k

is

i
C


= 


 (2.133) 

 
( ) ( )       sin 2 sin sin sin

k

is k is

k k k k k

rx x
C r C

r u i

 
=

  

=  

 (2.134) 

同理， 

 
( ) ( )       sin 2 sin sin cos

k

is k is

k k k k k

ry y
C r C

r u i

 
=

  

=  − 

 (2.135) 

 
( )       sin 2 sin cos

k

is k is

k k k k

rz z
C r C

r u i

 
=

  

= 

 (2.136) 
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（17） 轨道倾角余弦调和改正项 Cic 的偏导数 

由(2.15)、(2.21)、(2.22)、(2.23)、(2.24)、(2.25)和(2.26)式可知： 

 
        

k k k k

ic k ic k ic k ic k ic

k

k ic

r u ix x x x x
C r C u C i C C

ux
u C

       
= + + +

        


=
 

 (2.137) 

由(2.20)和(2.23)式可知， 

 ( )cos 2k
k

ic

i
C


= 


 (2.138) 

 
( ) ( )       cos 2 sin sin sin

k

ic k ic

k k k k k

rx x
C r C

r u i

 
=

  

=  

 (2.139) 

同理， 

 
( ) ( )       cos 2 sin sin cos

k

ic k ic

k k k k k

ry y
C r C

r u i

 
=

  

=  − 

 (2.140) 

 
( )       cos 2 sin cos

k

ic k ic

k k k k

rz z
C r C

r u i

 
=

  

= 

 (2.141) 

2.4.2 数值导数法计算偏导数 

由 2.4.1 节展示的推导过程可以发现：GPS 18 参数广播星历参数的偏导数严

格推导过程非常复杂。而且为了设计适用于低轨卫星的广播星历，还需针对新的

星历模型重新推导偏导数，工作量非常巨大。因此，可以考虑使用数值导数法计

算每个参数的偏导数[83]。 

以 GPS 18 参数广播星历中偏心率 e 的偏导数计算为例。由偏导数的定义可

知： 

 ( ) ( )
0 0

, , , ,
lim lim oe oeF t t e F t t eF F

e → →

+  − 
= =

  
 (2.142) 

如果 Δ 足够小，则(2.142)式可近似等价为： 
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 ( ) ( ), , , ,oe oeF t t e F t t eF
e

+  −


 
 (2.143) 

那么在某观测时刻，关于广播星历参数偏心率 e 的偏导数，可计算为： 

 
( ) ( ), , , ,

x

toe

y oe oe

toe

z

toe

F
e
F F t t e F t t eF
e e

F
e

  
  

  
  +  −  
  = = 

    
 
  

    

 (2.144) 

至于其它广播星历的偏导数，参照上述过程也可以逐一计算得到。因此，使用数

值导数法可以有效避免复杂的偏导数推导，达到方便快速计算每个广播星历参数

偏导数的目的。但是在使用数值导数法的过程中，微小量Δ的选取非常关键。如

果选择过大，则偏导数计算精度难以满足要求，造成迭代拟合广播星历参数时，

无法收敛。反之，微小量Δ选取过小，则会超出计算机有效精度范围。对于每个

广播星历参数，其相应的微小量Δ的选取，应使得 F 的变化量在厘米范围内变

化比较合适。 

对于低轨卫星的广播星历参数设计而言，通常需要设计几套不同的方案。拟

合每套方案的参数时，理论上需要重新推导相关参数的偏导数。由于严格的偏导

数推导过程相当复杂。因此，使用数值导数法避免这一复杂的偏导数推导过程是

非常必要的。在后续章节，将会对严格解析法与数值导数法这两种偏导数计算方

式，对于拟合精度的影响进行分析。 

2.4.3 基于迭代最小二乘的参数估计方法 

使用解析法或者数值导数法为每个参数计算偏导数之后，可以确定误差方程

为： 

 i i iv A x l= −  (2.145) 

具体可写为： 
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0 0

0 0

0 0

ii

i i

i i

i i

toe toe
i x

i i
i y

toe toe

i z
i i

toe toe

Fx Fx
A X FVx A

Fy FxVy Y F
A

Vz Z FFz Fx
A





     
    

       −   
          
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 (2.146) 

式中 ( )0 0 0, ,i i iX Y Z 为精密星历提供的卫星坐标；( )0 0 0, ,
i i ix y zF F F 是根据轨道根数计算得

到的卫星坐标。 

根据拟合时间段内精密轨道数据，每个历元都可以确定一组系数。所有历元

对应的系数组合在一起，可以确定误差方程系数阵 A。常数项由精密星历提供的

坐标与广播星历计算的坐标之差确定。6 个历元卫星矢量可以组成 18 个误差方

程。对于 GPS 18 参数广播星历，当历元数至少为 6 个时，便可拟合相应参数。 

确定误差方程之后，采用间接平差方法，组成法方程迭代拟合广播星历参数。 

 0N x U − =  (2.147) 

 TN A PA=  (2.148) 

 TU A PL=  (2.149) 

 1x N U −=  (2.150) 

每个历元可以组成 3 个误差方程，迭代计算至收敛即可。 

2.4.4 基于 QR 分解的参数估计方法 

在拟合轨道根数型广播星历时，由于参数之间具有较强相关关系，会出现法

方程病态的问题。在法方程接近奇异的情况下，即使是微小的误差，也会对法方

程的参数估计造成很大的影响。而 QR 分解是解决法方程系数矩阵病态，实现稳

定参数估计的有效方法之一，具有计算效率高，数值稳定程度高等优点[94]。 

首先可以对设计矩阵 A 进行 QR 分解。即： 

 R QA=  (2.151) 

以每个历元的轨道坐标为观测量，建立线性化观测方程： 

 A x l =  (2.152) 
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对(2.152)式同时左乘矩阵 Q，可得到： 

 QA x Ql =  (2.153) 

令： 

 
'

''

U
U Ql

U

 
= =  
 

 (2.154) 

则有： 

 RX U=  (2.155) 

其中， 'U 为 n 维行向量， ''U 为 m-n 维行向量。取该式前 n 行，可得： 

 ' 'R x U =  (2.156) 

将(2.156)式写成具体形式为： 

 

' ' ' '
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 (2.157) 

则广播星历的改正值为： 

 

'
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 (2.158) 

计算得到相对于轨道根数初始值的改正量之后，便可以得到广播星历参数的

估计值。重复上述过程，反复迭代，直到满足收敛要求后，退出迭代，便可得到

广播星历参数的最终估计值。 

2.4.5 迭代退出条件 

当迭代拟合广播星历参数时，若满足下列条件时则停止迭代： 

 1 2RMSE RMSE −   (2.159) 
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其中，ε 是设定的迭代收敛条件，该值越小，则拟合精度越高，但所需迭代次数

也会增多；RMS1 为当前广播星历参数引起的三维位置误差；RMS2 为上次迭代

过程中引起的三维位置误差。若迭代超过 100 次，也未能满足(2.159)式的条件，

则停止迭代，认为拟合失败；若满足(2.159)式的条件，但拟合 URE 超过 10 cm，

则也认为拟合失败。具体拟合流程如图 2.1 所示： 

   

图 2.1 广播星历拟合流程图 

2.4.6 迭代最小二乘与 QR分解估计方法的比较 

使用德国地学研究中心发布的精密星历，拟合 GPS 32 颗卫星 2019 年 4 月
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27 日，前 2 h 的精密星历轨道数据。根据 GPS 32 颗卫星，每颗卫星前 2 个历元

的位置矢量计算相应的轨道偏心率，统计结果如图 2.2 所示。由此可见，各卫星

之间的轨道偏心率存在较大差异，某些卫星的偏心率非常小，比如 G04 与 G13

等卫星。目前，绝大多数文献都采取最小二乘方法拟合广播星历参数。但当卫星

处于近圆轨道时，GPS 18 参数广播星历采取的经典开普勒轨道根数存在奇异问

题[94,151]，参数之间存在较强相关关系，法方程严重病态，很容易导致广播星历参

数拟合迭代次数过多或者拟合失败。而基于 QR 分解的参数拟合方法，能有效缓

解法方程病态造成的不利影响[94]。为了对迭代最小二乘与 QR 分解拟合方法进行

比较，分别采用这两种方法拟合 GPS 18 参数广播星历参数，并对拟合结果进行

比较分析。本节采用数值导数法计算 GPS 18 参数广播星历每个参数的偏导数。

根据上述策略，拟合 GPS 32 颗卫星在 2019 年 4 月 27 日每颗卫星前 2 h 的精密

星历数据。相关精度指标的均方根统计值的具体结果，如表 2.4 所示。 

 

图 2.2 GPS 32 颗卫星的轨道偏心率 

表 2.4 迭代最小二乘与 QR 分解估计方法的比较 （单位：cm） 

 
数值导数计算偏导数 + 最小二乘估计 数值导数计算偏导数 + QR 分解估计 

卫星 URE R A C URE R A C 

G01 拟合失败 0.07 0.06 0.23 0.22 

G02 0.19 0.18 0.35 0.39 0.09 0.08 0.16 0.23 

G03 13.28 10.57 22.56 54.42 0.08  0.06  0.15  0.32  
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续表 

卫星 

数值导数计算偏导数 + 最小二乘估计 数值导数计算偏导数 + QR 分解估计 

URE R A C URE R A C 

G04 拟合失败 0.40  0.37  0.20  1.23  

G05 拟合失败 0.19  0.19  0.31  0.23  

G06 拟合失败 0.20  0.20  0.06  0.11  

G07 0.06 0.06 0.04 0.08 0.15  0.15  0.06  0.30  

G08 0.81 0.81 0.09 1.08 0.09  0.09  0.03  0.12  

G09 拟合失败 0.03  0.03  0.03  0.03  

G10 拟合失败 0.52  0.51  0.56  0.56  

G11 0.11 0.11  0.11  0.08  0.16  0.16  0.14  0.09  

G12 0.12  0.12  0.03  0.04  0.07  0.07  0.03  0.03  

G13 拟合失败 0.04  0.04  0.10  0.05  

G14 0.06  0.06  0.05  0.04  0.05  0.05  0.04  0.04  

G15 2.62  2.66  1.03  1.11  0.03  0.03  0.02  0.03  

G16 1.07  1.08  0.40  0.46  0.10  0.11  0.05  0.09  

G17 0.16  0.16  0.13  0.07  0.16  0.16  0.13  0.07  

G18 拟合失败 0.04  0.03  0.09  0.03  

G19 0.15  0.15  0.24  0.16  0.05  0.05  0.04  0.03  

G20 拟合失败 0.08  0.07  0.23  0.12  

G21 0.16  0.15  0.52  0.13  0.08  0.08  0.21  0.09  

G22 拟合失败 0.20  0.19  0.12  0.53  

G23 0.05  0.05  0.04  0.03  0.05  0.05  0.04  0.03  

G24 拟合失败 0.06  0.06  0.03  0.03  

G25 0.17  0.17  0.24  0.03  0.18  0.18  0.25  0.04  

G26 拟合失败 0.66  0.67  0.13  0.23  

G27 0.04  0.04  0.04  0.14  0.04  0.03  0.04  0.11  

G28 0.38  0.25  1.29  1.60  0.06  0.04  0.17  0.28  

G29 拟合失败 0.57  0.57  0.47  0.04  

G30 拟合失败 0.13  0.13  0.03  0.06  

G31 0.04  0.04  0.03  0.07  0.03  0.03  0.02  0.04  

G32 拟合失败 0.20  0.20  0.20  0.08  
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图 2.3 最小二乘与 QR 分解法平均迭代次数 

结合表 2.4 和图 2.2 可以得出结论：当卫星轨道的偏心率比较小时，比如 G04

卫星运行的轨道偏心率仅为 0.0004，采用最小二乘拟合广播星历参数时通常失

败。但是，当采用 QR 分解方法拟合广播星历参数时，仍然能保证较高的拟合精

度。此外，当卫星轨道偏心率较大时，即使采用迭代最小二乘法拟合广播星历参

数成功，其拟合精度 URE 一般也不如采用 QR 分解法拟合参数，比如表 2.4 中

的 G02 卫星。造成这种现象的原因是：当卫星轨道偏心率较小时，广播星历参数

之间相关程度过强，造成法方程严重病态；此时，若仍然采用迭代最小二乘方法

拟合参数，通常会出现拟合发散的现象。此外，如图 2.3 所示，使用迭代最小二

乘方法拟合参数时，其迭代次数也远比使用 QR 分解方法的迭代次数多。在本节

实验过程中，使用迭代最小二乘方法时，平均迭代次数为 23.94 次，而使用 QR

分解方法的平均迭代次数仅为 8.06 次，几乎仅为前者的三分之一。因此，本节的

实验结果表明：QR 分解方法能够有效缓解方程病态问题对于拟合参数带来的不

利影响，能够有效提高拟合成功率与计算效率。 

2.4.7 解析法与数值导数法计算偏导数参数估计比较 

为了检验使用数值导数法计算偏导数是否有效，本文分首先分别使用解析法
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与数值导数法计算 GPS 18 参数广播星历的偏导数，然后使用 QR 分解法估计广

播星历参数。最后，对使用这两种计算偏导数方法的拟合结果进行比较分析。同

样使用德国地学研究中心发布的精密星历，拟合 GPS 32 颗卫星 2109 年 4 月 27

日，前 2 h 的精密轨道数据。具体结果如表 2.5 所示。 

表 2.5 解析法与数值导数法参数估计结果比较 （单位：cm）
 

解析法 + QR 分解估计 数值导数法 + QR 分解估计 

卫星 URE R A C URE R A C 

G01 0.08  0.07  0.08  0.12  0.07  0.06  0.23  0.22  

G02 0.12  0.12  0.17  0.12  0.09  0.08  0.16  0.23  

G03 0.11  0.11  0.13  0.11  0.08  0.06  0.15  0.32  

G04 0.03  0.03  0.03  0.03  0.40  0.37  0.20  1.23  

G05 0.04  0.04  0.05  0.07  0.19  0.19  0.31  0.23  

G06 0.03  0.03  0.04  0.04  0.20  0.20  0.06  0.11  

G07 0.05  0.05  0.04  0.06  0.15  0.15  0.06  0.30  

G08 0.03  0.03  0.03  0.03  0.09  0.09  0.03  0.12  

G09 0.03  0.03  0.03  0.03  0.03  0.03  0.03  0.03  

G10 0.07  0.07  0.09  0.14  0.52  0.51  0.56  0.56  

G11 0.09  0.09  0.08  0.11  0.16  0.16  0.14  0.09  

G12 0.06  0.06  0.03  0.04  0.07  0.07  0.03  0.03  

G13 0.03  0.03  0.03  0.03  0.04  0.04  0.10  0.05  

G14 0.05  0.06  0.03  0.05  0.05  0.05  0.04  0.04  

G15 0.02  0.02  0.03  0.02  0.03  0.03  0.02  0.03  

G16 0.06  0.06  0.07  0.10  0.10  0.11  0.05  0.09  

G17 0.17  0.18  0.13  0.04  0.16  0.16  0.13  0.07  

G18 0.03  0.03  0.03  0.04  0.04  0.03  0.09  0.03  

G19 0.04  0.04  0.05  0.04  0.05  0.05  0.04  0.03  

G20 0.11  0.11  0.14  0.10  0.08  0.07  0.23  0.12  

G21 0.09  0.09  0.11  0.12  0.08  0.08  0.21  0.09  

G22 0.09  0.09  0.12  0.11  0.20  0.19  0.12  0.53  

G23 0.04  0.04  0.05  0.04  0.05  0.05  0.04  0.03  

G24 0.03  0.03  0.03  0.02  0.06  0.06  0.03  0.03  

G25 0.17  0.17  0.18  0.03  0.18  0.18  0.25  0.04  

G26 0.05  0.04  0.07  0.18  0.66  0.67  0.13  0.23  
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续表 

卫星 

解析法 + QR 分解估计 数值导数法 + QR 分解估计 

URE R A C URE R A C 

G27 0.08  0.08  0.06  0.04  0.04  0.03  0.04  0.11  

G28 0.10  0.09  0.19  0.08  0.06  0.04  0.17  0.28  

G29 0.04  0.03  0.05  0.05  0.57  0.57  0.47  0.04  

G30 0.03  0.03  0.03  0.04  0.13  0.13  0.03  0.06  

G31 0.03  0.03  0.03  0.03  0.03  0.03  0.02  0.04  

G32 0.06  0.06  0.05  0.06  0.20  0.20  0.20  0.08  

 

正如表 2.5 所展示的，使用数值导数法估计广播星历参数，计算得到的 URE 值，

与使用解析法计算得到的 URE 值，差异非常小，仅在毫米至亚毫米级别，说明

数值导数法是有效的；并且使用数值导数法计算偏导数，有效避免了繁琐的推导

过程，这将在很大程度上减轻后续广播星历设计的工作量。 

本文采用基于 QR 分解的迭代方法拟合 GPS 18 参数广播星历参数，使用数

值导数法计算偏导数，有效避免了使用解析法计算偏导数时的繁琐推导过程，并

明显缓解了法方程病态造成的不利影响。以德国地学研究中心发布的事后精密星

历为真值，使用控制变量法，采用不同的广播星历拟合策略，对比分析了使用解

析法与数值导数法所得拟合结果之间的差异，比较了迭代最小二乘与 QR 分解拟

合方法的优劣，实验结果表明[152]： 

(1) 数值导数法可以替代解析法计算偏导数。这种方法不仅避免了计算偏导数时

的复杂推导过程并且几乎不会影响广播星历参数的拟合精度； 

(2) 与使用迭代最小二乘法拟合广播星历参数相比，基于 QR 分解的拟合方法能

有效缓解法方程病态造成的不利影响，显著减少迭代次数，明显提高广播星

历参数拟合成功率； 

(3) 本文所采用的广播星历参数拟合策略：使用数值导数法计算偏导数，基于 QR

分解方法拟合广播星历参数，简单有效，与现有拟合策略相比，既能提高拟

合效率与成功率，又不会对拟合精度造成影响。在后续章节拟合广播星历参

数时，将采用这样的策略。 

2.5 本章小结 

本章介绍了目前广泛使用的两种广播星历模型。一种是以 GPS 16 和 GPS 18
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参数广播星历为代表的轨道根数型广播星历；另一种是以标准的 GLONASS 广

播星历为代表的矢量积分型广播星历。轨道根数型广播星历与矢量积分类型广播

星历，具有各自优缺点，在后续设计适用于低轨卫星的广播星历时需要仔细考虑。

对这 2 种广播星历的用户算法进行了介绍之后，重点讨论了广播星历参数的拟合

策略。 

对于偏导数的计算有 2 种方法：一是严格计算偏导数的解析法；二是数值导

数法。解析法计算偏导数时，其推导过程非常复杂，本文详细推导了 GPS 18 参

数广播星历每个参数偏导数计算过程。针对低轨卫星的运行特点，可能会设计多

套星历设计方案，如果每设计一种方案，都要严格推导偏导数，则工作量会非常

巨大。因此，本文介绍了使用数值导数法计算参数偏导数的简便方法。为了验证

数值导数法是否有效，本文采用德国地学研究中心发布的真实 GPS 精密轨道数

据，分别采用解析法与数值导数法进行拟合实验。结果表明：使用数值导数法与

解析法的拟合精度差异非常小，在毫米至亚毫米级别，说明数值导数法简单有效。

数值导数法的应用，能极大减轻广播星历拟合过程的工作量； 

对于拟合广播星历时的参数估计方法，介绍了迭代最小二乘法与基于 QR 分

解的参数估计方法。由于在轨运行的卫星，特别是低轨卫星，其轨道偏心率通常

都比较小，有的轨道其轨道倾角也比较小，造成广播星历参数之间具备强相关关

系。此时，如果采用传统的最小二乘参数估计方法，估计参数时的法方程将会严

重病态，造成估计参数的不稳定。而基于 QR 分解的参数估计估计方法能有效缓

解方程病态对于参数估计造成的不利影响，具备较好的数值稳定性能。同样采用

德国地学研究中心发布的真实 GPS 精密星历，拟合 GPS 18 参数广播星历，拟合

过程中分别采用迭代最小二乘法与基于 QR 分解的参数估计方法。经过拟合实验

发现：当 GPS 卫星轨道偏心较大时，2 种参数估计方法都能拟合成功，但是使用

基于 QR 分解的参数估计方法，迭代次数更少且拟合精度更高；当卫星轨道偏心

率较小时，使用迭代最小二乘方法拟合参数时，通常会拟合失败。此时，使用基

于 QR 分解的参数估计法，仍然能成功拟合广播星历参数。 

因此，本文在拟合广播星历的策略是：计算偏导数时采用数值导数法，估计

广播星历参数时采用基于 QR 分解的参数估计方法。采用这样的策略，既能在很

大程度上减少工作量的同时，又能以较优的数值稳定程度拟合广播星历参数。 
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第3章 基于轨道根数的低轨卫星广播星历设计 

相比于 GPS 卫星运行在 MEO 上，低轨卫星运行周期短，受力情况更为复

杂。因此，需要针对低轨卫星的受力特点，设计与之相适合的广播星历。需要注

意的是：在某些情况下，如对于小偏心率或者小倾角轨道，GPS 广播星历模型存

在奇异问题，会造成参数拟合失败。如何解决奇异问题是需要重点考虑的。为此，

本章分别基于 GPS 广播星历模型，第一类无奇点，第二类无奇点与基于第二类

无奇点改进的轨道根数设计广播星历模型。针对设计的几种不同方案进行比较分

析。 

3.1 基于 GPS LNAV/CNAV 的广播星历设计 

由于低轨卫星相比于 GPS 卫星而言，受力情况更复杂，因此，如果直接用

GPS 广播星历拟合低轨卫星精密轨道，则会出现拟合误差过大、拟合有效时间过

短甚至无法收敛的问题。为此，本文在 GPS 广播星历的基础上进行改进，针对

低轨卫星的运行特点，设计了几种不同的方案。 

3.1.1 广播星历设计方案 

基于 GPS 广播星历模型，本文主要做了以下几点优化： 

针对轨道半长轴的优化。在 GPS 16 参数广播星历中认为在拟合时间段内，

轨道半长轴是常数。而在 GPS 18 参数广播星历中认为在拟合时段内，轨道半长

轴是变化的并采用参数 A吸收半长轴一次变化率。本文针对低轨卫星的受力特点，

在此基础上引入新参数：轨道半长轴二次变化率 A，进一步吸收半长轴在拟合时

间内的变化。则半长轴可以这样计算： 

 21
2k ref k kA A A At At= + + +  (3.1) 

同样，针对低轨卫星平均角速度的计算，引入新的参数平均角速度校正值 2 次变

化率： n 。则卫星的角速度可以这样计算： 

 2
3

1
2k k

k

GMn n nt nt
A

= + + +   (3.2) 
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对于轨道倾角的计算，在 GPS 广播星历的基础上还可以考虑其二次变化率，即： 

 2
0

1
2k k k ki i i it it= + + +  (3.3) 

对于升交点赤经 k 的计算，也可以考虑其二次变化率，即： 

 ( ) 2
0

1
2k e k k e oet t t  = + − +  −  (3.4) 

对于升交点角距，轨道半长轴和轨道倾角的正弦、余弦调和改正项，在 GPS 广

播星历的基础上，还可以考虑周期与三分之一周期改正项，即[102]： 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

3 3

cos sin cos 2 sin 2

         cos 3 sin 3
k uc k us k uc k us k

uc k us k

u C C C C

C C

 =  +  +  + 

+  + 
 (3.5) 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

3 3

cos sin cos 2 sin 2

        cos 3 sin 3
k ic k is k ic k is k

ic k is k

i C C C C

C C

 =  +  +  + 

+  + 
 (3.6) 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

3 3

cos sin cos 2 sin 2

         cos 3 sin 3
k rc k rs k rc k rs k

rc k rs k

r C C C C

C C

 =  +  +  + 

+  + 
 (3.7) 

3.1.2 不同广播星历模型拟合实验 

考虑低轨卫星轨道根数的长期、长周期与短周期变化，分别提出了几种广播

星历设计方案。使用卫星工具包软件平台（Satellite Tool Kit，STK），采用高精度

轨道预报模型（High Precision Orbit Propagator, HPOP）仿真轨道高度为 1000 km，

轨道倾角设置为 55°的低轨卫星精密轨道数据。低轨卫星轨道偏心率通常比较

小，在仿真卫星轨道时，其偏心率设置为 0.001。仿真的卫星轨道精密星历采样

率设置为 1 min，时间跨度为：2019 年 4 月 27 日 0 时至 2019 年 4 月 28 日 0 时，

共计 24 h 的精密卫星轨道数据并将其认为是真值。采用不同的广播星历设计方

案进行拟合实验，拟合时间长度为 20 min 与 30 min。具体拟合结精度统计值如

表 3.1 和表 3.2 所示。 

表 3.1 几种基于 GPS 广播星历改进方案 1000 km 轨道的拟合结果 (拟合时间长度:20 min；
单位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R A C 倾角 

16 GPS LANV 0.104 0.112 0.087 0.112 55° 
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续表 

参数个数 模式 URE RMS R A C 倾角 

17   0.152 0.154 0.149 0.153 55° 

 A  0.146 0.148 0.143 0.147 55° 

 i  0.100 0.108 0.085 0.106 55° 

 n  0.051 0.053 0.044 0.054 55° 

18 3icC , 3isC  0.188 0.164 0.126 0.252 55° 

 1rcC , 1rsC  0.148 0.149 0.146 0.149 55° 

 1ucC , 1usC  0.148 0.149 0.146 0.149 55° 

 A , A  0.054 0.047 0.048 0.065 55° 

 3ucC , 3usC  0.038 0.038 0.033 0.042 55° 

19 A , A , n  0.090 0.105 0.079 0.084 55° 

20 A , n , 3ucC , 3usC  0.027 0.031 0.024 0.026 55° 

表 3.2 几种基于 GPS 广播星历改进方案 1000 km 的拟合结果 (拟合时间长度:30 min；单

位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R A C 倾角 

16 GPS LNAV 0.309 0.325 0.297 0.304 55° 

17   0.304 0.318 0.291 0.303 55° 

 A  0.236 0.244 0.207 0.255 55° 

 i  0.233 0.242 0.203 0.251 55° 

 n  0.199 0.208 0.164 0.220 55° 

18 3icC , 3isC  0.307 0.323 0.295 0.302 55° 

 1rcC , 1rsC  0.187 0.194 0.179 0.188 55° 

 1ucC , 1usC  0.187 0.194 0.179 0.188 55° 

 A , A  0.149 0.157 0.138 0.150 55° 

 3ucC , 3usC  0.137 0.144 0.128 0.140 55° 

19 A , A , n  0.104 0.113 0.088 0.108 55° 

20 A , n , 3ucC , 3usC  0.088 0.095 0.073 0.093 55° 

 

从表 3.1 和表 3.2 中可以得出结论：在 GPS 广播星历的基础上合理增加参数

可以有效提高拟合精度；并不是广播星历参数越多拟合精度越高。在设计广播星

历时，应综合考虑轨道根数长期和短期的变化；此外，拟合时间长度对于广播星

历拟合精度，存在显著影响，拟合时间跨度越长，拟合精度越低。需要注意的是，
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对于 GPS 广播星历而言存在这样的问题：在小偏心率的情况下，近地点与远地

点几何定义不明确，近地点角距与平近点角具有强相关关系，造成拟合时法方程

严重病态，而绝大多数低轨卫星与导航卫星恰恰采用的是近圆轨道[94]。类似的，

在轨道倾角接近于 0°时，升交点赤经的定义也不明确。这对广播星历的拟合是

非常不利的。因此，在后续章节讨论基于无奇点根数设计低轨卫星广播星历。 

3.2 基于第一类无奇点根数的广播星历设计 

由于几乎绝大多数低轨卫星都采用近圆轨道，而 GPS 广播星历在描述近圆

轨道时存在奇异问题。因此，考虑使用第一类无奇点根数解决这个问题。 

3.2.1 基于第一类无奇点根数的 16 参数广播星历 

第一类无奇点根数为 ( ), , , , ,x yA e e i u 。与开普勒轨道根数的关系为[94,153]： 

 cosxe e =  (3.8) 

 sinye e =  (3.9) 

 u M= +  (3.10) 

ex 与 ey 组成二维偏心率矢量 e，方向指向近地点。新的组合 u 去除了在轨道小偏

心率的情况下，引起的近地点幅角与平近点角 M 强相关问题。仿照 GPS 16 参

数广播星历，本文设计了基于第一类无奇点的 16 参数广播星历参数集。并在后

续章节中，基于此广播星历参数集，针对低轨卫星运行特点进行改进，设计适用

于低轨卫星的广播星历参数集。下面介绍基于第一类无奇点的 16 参数广播星历

参数集，具体参数及其含义如表 3.3 所示。可以看出除了轨道根数定义与 GPS 16

参数广播星历略有不同之外，轨道根数的长期与短期摄动改正项基本保持一致。 

表 3.3 第一类无奇点 16 参数广播星历各参数意义 

参数 意义 

A  半长轴与参考值之差 
xe  轨道偏心率分量 
ye  轨道偏心率分量 

u 椭圆运动方向快变量 
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续表 

参数 意义 

i0 参考时刻轨道倾角 

0  参考时刻升交点赤经 

n  平均角速度改正量 

i  轨道倾角变化率 

  升交点赤经变化率与参考值之差 

rcC  卫星矢量长度余弦调和改正项 

rsC  卫星矢量长度正弦调和改正项 

ucC  升交点角距余弦改正项 

usC  升交点正弦改正项 

icC  轨道倾角余弦改正项 

isC  轨道倾角正弦改正项 

3.2.2 用户算法 

基于第一类无奇点的 16 参数广播星历的用户算法具体如下所示： 

计算观测时刻与参考时刻时间差 tk： 

 k oet t t= −  (3.11)  

计算卫星平均角速度 nk： 

 
3k

GMn n
A

= +  (3.12)  

其中，GM 为万有引力常数；Aref 为半场轴参考值； n 为卫星平均角速度校正值。 

计算观测时刻轨道半长轴 Ak: 

 k refA A A= +  (3.13) 

计算观测时刻平近点角 Mk： 

 0k k kM M n t= +  (3.14) 

迭代计算偏近点角 Ek： 
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 sin cosk k x k y kE M e E e E= + −  (3.15) 

计算真经度 fk： 

 ( ) ( )sin cosx k y ks e E e E= − +  (3.16) 

 ( )2 21 1 x ybeta e e= + − +  (3.17) 

 ( )
sin

sin

k
k

x
k y

Af
e sr E e

beta

=
 − + 
 

 (3.18) 

 ( )
cos

cos

k
k

y
k x

Af
e s

r E e
beta

=
 

− − 
 

 (3.19) 

 
sinarctan
cos

k
k

k

ff
f

 
=  

 
 (3.20) 

其中， 

 ( )1 cos sink x k y kr A e E e E= − −  (3.21) 

计算正向，切向和法向分量的短周期改正项： 

 ( ) ( )cos 2 sin 2k uc k us kf C f C f = +  (3.22) 

 ( ) ( )cos 2 sin 2k ic k is ki C f C f = +  (3.23) 

 ( ) ( )cos 2 sin 2k rc k rs kr C f C f = +  (3.24) 

计算附加短期改正量之后的卫星矢量长度 rk： 

 ( )1 cos sink k x k y k kr A e E e E r= − − +  (3.25) 

计算附加短期改正后的真经度 f*： 

 *
k kf f f= +  (3.26) 
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计算观测时刻升交点赤经 Ωk： 

 ( )0k e k e oet t  = + − −  (3.27) 

 ref = +  (3.28) 

其中， e 是地球自转角速度， ref 是升交点赤经变化率参考值。 

改正后的轨道倾角 ik： 

 0k k ki i i it= + +  (3.29) 

计算卫星在轨道平面坐标系坐标： 

 
cos
sin

k k k

k k k

x r u
y r u
=

 =
 (3.30) 

计算卫星在地心地固坐标系下的坐标： 

 
cos cos sin
sin cos cos
sin

k k k k k

k k k k k

k k

x y ix
y x y i
z y i

 −   
   =  +   

   
   

 (3.31) 

3.2.3 基于第一类无奇点根数的广播星历设计 

与基于 GPS 广播星历的设计方案类似，基于第一类无奇点的广播星历设计

同样考虑了轨道根数长期与短期变化。轨道半长轴、卫星平均角速度、升交点赤

经和轨道倾角的计算方式与 3.1.1 节中的计算方法一致，即(3.1)式至(3.4)式。对

于轨道径向、切向与法向的短周期改正项计算可用下式计算： 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

3 3

cos sin + cos 2 sin 2

          + cos 3 sin 3
k uc k us k uc k us k

uc k us k

f C f C f C f C f

C f C f

 = + +

+
 (3.32) 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

3 3

cos sin + cos 2 sin 2

         + cos 3 sin 3
k ic k is k ic k is k

ic k is k

i C f C f C f C f

C f C f

 = + +

+
 (3.33) 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

3 3

cos sin + cos 2 sin 2

         + cos 3 sin 3
k rc k rs k rc k rs k

rc k rs k

r C f C f C f C f

C f C f

 = + +

+
 (3.34) 
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3.2.4 不同广播星历模型拟合实验 

采用与 3.1.2 节中同样的仿真数据，使用基于第一类无奇点设计的广播星历

进行轨道拟合。同样，拟合时间长度为 20 min 与 30 min，被拟合轨道高度为 1000 

km。具体拟合精度如表 3.4 和表 3.5 所示。从表中可以得出结论，适当增加长周

期与短周期参数可以明显改善广播星历拟合参数精度。而且相比基于 GPS 广播

星历改进的广播星历参数设计方案，基于第一类无奇点设计的广播星历设计方案

明显拟合精度更高。这是因为：第一类无奇点根数相比于传统的开普勒轨道根数，

避免了因轨道偏心率过小而引起的奇异问题。 

表 3.4 几种基于第一类无奇点改进方案 1000 km 轨道的拟合结果 (拟合时间长度:20 min；
单位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R A C 
轨道

倾角 

16  0.105 0.100 0.102 0.112 55° 

17 A  0.060 0.060 0.056 0.063 55° 
 n  0.059 0.059 0.054 0.062 55° 
 

  0.058 0.058 0.055 0.062 55° 

18 A , n  0.050 0.051 0.044 0.054 55° 
 n , n  0.039 0.038 0.039 0.041 55° 

19 A , A , n  0.043 0.046 0.033 0.049 55° 
 A , n , n  0.025 0.024 0.023 0.027 55° 

22 Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.016 0.015 0.016 0.016 55° 

23 A , Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.010 0.009 0.010 0.009 55° 
 n , Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.010 0.009 0.010 0.009 55° 
 

 , Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.010 0.009 0.010 0.009 55° 

24 
n , n ,Cus3, Cuc3,  

Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 
0.008 0.007 0.008 0.007 55° 

表 3.5 几种基于第一类无奇点改进方案 1000 km 轨道的拟合结果 (拟合时间长度:30 min；
单位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R A C 
轨道 

倾角 

16  0.364 0.370 0.341 0.379 55° 

17 A  0.217 0.211 0.203 0.236 55° 
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续表 

参数个数 模式 URE RMS R A C 
轨道 

倾角 

 n  0.210 0.204 0.197 0.228 55° 

   0.210 0.201 0.201 0.227 55° 

18 A , n  0.166 0.156 0.160 0.181 55° 

 n , n  0.182 0.185 0.166 0.195 55° 

19 A , A , n  0.117 0.119 0.104 0.125 55° 

 A , n , n  0.177 0.173 0.172 0.185 55° 

22 Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.115 0.118 0.102 0.123 55° 

23 A , Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.078 0.081 0.072 0.082 55° 

 n , Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.053 0.054 0.051 0.055 55° 

  , Cus3, Cuc3, Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 0.053 0.053 0.050 0.054 55° 

24 
n , n ,Cus3, Cuc3,  

Crc3, Crs3, Cic3, Cis3 

0.053 0.053 0.050 0.055 55° 

0.041 0.042 0.040 0.041 55° 

 

虽然，基于第一类无奇点设计的广播星历可以有效解决因卫星轨道偏心率过

小而引起的奇异问题。但是，在卫星星座设计过程中，有的卫星可能需要运行在

轨道倾角较小的轨道上。此时，与 GPS 广播星历类似，使用基于第一类无奇点

轨道根数设计的广播星历，在拟合小轨道倾角的精密轨道时也会出现奇异问题。

造成这个问题的原因还是因为轨道根数定义不明确，比如：升交点赤经这个参数

对于小倾角轨道，没有明确的几何意义。笔者经过实验也发现：使用基于第一类

无奇点的广播星历拟合轨道倾角为零度的精密轨道时，有的时段会出现拟合发散

或者拟合误差过大的现象。针对这个问题需要进一步探究可能的解决方案。 

3.3 基于第二类无奇点根数的广播星历设计 

无论是基于 GPS LNAV/CNAV 改进的广播星历，或者是基于第一类无奇点

轨道根数设计的广播星历，都无法解决拟合小轨道倾角精密轨道时，出现的拟合

发散或者拟合误差过大的问题。类似的问题在北斗卫星导航系统也存在。由于地

球同步轨道卫星的轨道倾角也近似为零，在拟合广播星历时，使用 GPS 广播星

历模型，或者基于第一类无奇点设计的广播星历，也会出现拟合发散或者拟合误

差过大的现象。针对这个问题，有学者提出在拟合小轨道倾角精密轨道时，将坐
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标轴先旋转 5°再拟合广播星历[96,97,99]。因此，用户接收到经过旋转法拟合得到

广播星历参数之后，在计算观测时刻卫星坐标时，得到的是在旋转之后的坐标系

中的坐标，用户还需要把这个坐标转换至地心地固坐标系中。同时，也有文献指

出，将坐标系旋转 5°不一定是最优选择，在实际拟合参数过程中，仍然会引起

参数拟合精度超限[98]。因此，以旋转坐标轴的方式拟合广播星历，无论在拟合广

播星历参数的时候，还是对于用户使用，都比较麻烦。而且旋转坐标轴旋转 5°，

是否是最合适的选择还有待进一步探究。为此，有学者提出基于第二类无奇点轨

道根数，设计适用于地球同步轨道卫星的 16 或 18 参数广播星历。并取得了比较

理想的拟合精度[86,87]。而且，第二类无奇点根数能同时避免小轨道倾角与小偏心

率引起的奇异问题。鉴于 GPS 广播星历与第一类无奇点轨道根数存在的奇异问

题，本文考虑基于第二类无奇点根数设计几种适用于低轨卫星的广播星历方案。

通过拟合实验对设计方案进行检验并统计相关拟合精度指标。 

3.3.1 基于第二类无奇点根数的 16 参数广播星历 

令第二类无奇点根数为 ( )*, , , , ,x y x yA e e i i M ，其与经典的开普勒轨道根数关系

可表示为[86,87,94]： 

 cosxe e =  (3.35) 

 sinye e =  (3.36) 

 sin cosxi i=   (3.37) 

 sin sinyi i=   (3.38) 

 *M M=+ +  (3.39) 

  =+  (3.40) 

式中，ex、ey 和 ix、iy 分别是偏心率向量的二维分量与轨道倾角向量的二维分量；

M*是平经度，从春分点开始计量。 

定义与平经度 M*对应的真经度 f*和偏经度 E*，如下所示： 

 *f f= + +  (3.41) 

 *E E=+ +  (3.42) 
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其中，f 和 E 分别为真近点角与偏近点角。 

仿照 GPS 广播星历，设计基于第二类无奇点的 16 参数广播星历，具体参数

及其含义如表 3.6 所示。 

表 3.6 第二类无奇点 16 参数广播星历各参数意义 

参数 意义 

A  半长轴与参考值之差 

ex 偏心率向量二维分量 

ey 偏心率向量二维分量 

ix0 轨道倾角向量二维分量 

iy0 轨道倾角向量二维分量 
*
0M  平经度 
n  平均角速度改正量 

xi  轨道倾角二维向量变化率 

yi  轨道倾角二维向量变化率 
rcC  卫星矢量长度余弦调和改正项 
rsC  卫星矢量长度正弦调和改正项 
cC  真经度短周期余弦改正项 
sC  真经度短期正弦改正项 

NsC  法向距离短周期正弦改正项 

NcC  法向距离短周期余弦改正项 

3.3.2 用户算法 

用户接收广播星历之后，可以利用相关参数计算任意观测时刻卫星位置。令

toe 为格林尼治平恒星时。第二类无奇点 16 参数广播星历具体用法如下[86]： 

计算观测时刻与参考时刻时间差 tk： 

 k oet t t= −  (3.43) 

计算卫星半长轴与平均运动速度： 

 k refA A A= +  (3.44) 
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 3
k

GMn
A

=  (3.45) 

计算观测时刻的平经度、偏经度： 

 ( )* *
0 kM M n n t= + +  (3.46) 

根据广义开普勒方程迭代计算偏经度： 

 * * * *sin cosx yE e E e E M− + =  (3.47) 

计算真经度： 

 ( )* * * *
0sin sin sin cosk x

y x y
o

A ef E e e E e E
r 

 
= − + − + 

 
 (3.48) 

 ( )* * * *
0cos cos sin cosyk

x x y
o

eAf E e e E e E
r 

 
= − − − + 

 
 (3.49) 

 ( )* *
0 1 cos sink x yr A e E e E= − −  (3.50) 

 ( )2 21 1 x ye e = + − +  (3.51) 

 
*

* 0
0 *

0

sinarctan
cos

ff
f

 
=  

 
 (3.52) 

计算附加短周期改正量的径向、切向与法向分量： 

 
0

* *
0 0 0 cos 2 + sin 2rc rs

r r r

r C f C f

= +

= +
 (3.53) 

 
* * *

0 0
* * *

0 0 0    cos sinc s

f f f

f C f C f 

= +

= + +
 (3.54) 

 * *
0 0cos2 sin 2Nc NsN C f C f= +  (3.55) 

计算卫星在轨道坐标系中的位置向量： 
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*

*

cos
sin

    

r f
r f

N

 
 

=  
 
 

r  (3.56) 

计算轨道坐标系至地心惯性坐标系的旋转转矩阵[87]： 

 

( ) ( ) ( )
2

2

1
1 cos 1 cos

    1
1 cos 1 cos

cos

z x z

y x y
y

x y x
x

y x

M R R i R

i i i
i

i i
i i i i

i i
i i i

= − − 

 
− 

+ + 
 

= − − 
+ + 
− 

 
 

 (3.57) 

 0x x x ki i i t= +  (3.58) 

 0y y y ki i i t= +  (3.59) 

 ( )2 2cos 1 x yi i i= − +  (3.60) 

令地心惯性坐标系至地心地固坐标系的旋转矩阵为 ( )z gR  ， 

 0g g e kt  = +  (3.61) 

其中， e 为地球自转角速度。 

计算卫星在地心地过坐标系中的位置： 

 ( )z g

x
y R M
z



 
  = 
 
 

r  (3.62) 

3.3.3 基于第二类无奇点的广播星历设计 

基于第二类无奇点设计广播星历时，同样需要考虑轨道根数的长期与短期变

化。长期变化主要考虑轨道半长轴与卫星角速度校正值的长期变化。具体算法如

(3.1)式和(3.2)式所示。对于轨道正向、切向和法向的短期变化考虑周期、半周期
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与三分之一周期的变化。具体算法如(3.63)至(3.65)式所示。 

 
* * * *

1 0 1 0 0 0

* *
3 0 3 0

cos sin cos2 sin 2

        cos3 sin3
rc rs rc rs

rc rs

r C f C f C f C f

C f C f

 = + + +

+ +
 (3.63) 

 
* * * * *

0 1 0 1 0 0 0

* *
3 0 3 0

cos sin cos2 sin 2

        cos3 sin3
c s c s

c s

f C f C f C f C f

C f C f
   

 

 = + + +

+ +
 (3.64) 

 
* * * *

1 0 1 0 0 0

* *
3 0 3 0

cos sin cos2 sin 2

        + cos3 sin3
Nc Ns Nc Ns

Nc Ns

N C f C f C f C f

C f C f

= + + +

+
 (3.65) 

3.3.4 不同广播星历模型拟合实验 

采用 STK 仿真低轨卫星精密轨道。仿真策略与 3.1.2 节中的策略基本相同。

唯一不同的是将轨道倾角改为零度，以检测基于第二类无奇点轨道根数设计的广

播星历，对于小轨道倾角精密轨道数据的拟合能力。同样，拟合时间长度为 20 

min 与 30 min，被拟合轨道高度为 1000 km。具体拟合精度如表 3.7 和表 3.8 所

示。 

表 3.7 几种基于第二类无奇点改进方案 1000 km 轨道的拟合结果 (拟合时间长度:20 min；
单位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R  A  C  轨道倾角 

16  0.121 0.147 0.146 0.022 0° 

17 A  0.060 0.073 0.073 0.013 0° 
 n  0.058 0.071 0.071 0.013 0° 

18 A , A  0.049 0.059 0.059 0.013 0° 

 n , n  0.047 0.056 0.056 0.013 0° 

 3cC , 3sC  0.046 0.056 0.056 0.013 0° 

 A , n  0.044 0.053 0.053 0.013 0° 

 3rcC , 3rsC  0.028 0.033 0.033 0.013 0° 

19 A , A , n  0.027 0.031 0.031 0.013 0° 

 A , n , n  0.026 0.031 0.031 0.013 0° 

 A , Crc3, Crs3 0.021 0.024 0.024 0.013 0° 

 n , Crc3, Crs3 0.021 0.023 0.023 0.013 0° 

20 Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.021 0.023 0.024 0.013 0° 
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续表 

参数个数 模式 URE RMS R  A  C  轨道倾角 

 A , A , Crc3, Crs3 0.019 0.021 0.021 0.013 0° 

 n , n , Crc3, Crs3 0.019 0.021 0.021 0.013 0° 

21 n , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.014 0.014 0.014 0.013 0° 
 A , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.015 0.016 0.016 0.013 0° 

表 3.8 几种基于第二类无奇点改进方案 1000 km 轨道的拟合结果 (拟合时间长度:30 min；
单位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R A C 轨道倾角 

16  0.383 0.462 0.468 0.081 0° 

17 A  0.238 0.284 0.289 0.070 0° 
 n  0.230 0.274 0.280 0.070 0° 

18 A , A  0.192 0.230 0.230 0.070 0° 
 n , n  0.184 0.218 0.223 0.069 0° 

 3cC , 3sC  0.182 0.218 0.216 0.070 0° 

 A , n  0.178 0.212 0.212 0.070 0° 

 3rcC , 3rsC  0.105 0.119 0.119 0.070 0° 

19 A , A , n  0.120 0.139 0.138 0.069 0° 

 A , n , n  0.118 0.136 0.135 0.069 0° 

 A , Crc3, Crs3 0.086 0.094 0.094 0.069 0° 

 n , Crc3, Crs3 0.086 0.093 0.093 0.069 0° 

20 Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.080 0.085 0.085 0.069 0° 

 A , A , Crc3, Crs3 0.080 0.084 0.084 0.069 0° 

 n , n , Crc3, Crs3 0.085 0.092 0.093 0.069 0° 

21 n , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.070 0.072 0.068 0.069 0° 
 A , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.066 0.064 0.064 0.069 0° 

 

结合表 3.7 与表 3.8 中可以看到：在第二类无奇点 16 参数广播星历的基础

上，合理增加某些参数吸收轨道根数的长期与短期变化，能有效提高拟合精度并

且可以很好地克服 GPS 广播星历与基于第一类无奇点根数设计的广播星历，在

拟合小轨道倾角数据时遇到的奇异问题。对于轨道高度为 1000 km 的低轨卫星精

密轨道数据，通过合理设计广播星历，当拟合长度为 20 min 至 30 min 时，可以

满足拟合 URE 在 10 cm 以内的要求。然而，第二类无奇点轨道根数在拟合近极
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轨道时仍然存在奇点[154]。通过实际拟合实验，笔者也发现：使用基于第二类无

奇点轨道根数设计的广播星历，在拟合轨道倾角高于 70°的 1000 km 轨道高度

的低轨卫星精密轨道时，仍然会出现参数拟合失败的现象。 

3.4 基于第二类无奇点改进根数的广播星历设计 

在之前的章节中已经指出：GPS 广播星历无法解决小偏心率与小轨道倾角

引起的奇异问题；虽然第一类无奇点轨道根数能解决小偏心率引起的奇异问题，

但无法解决小轨道倾角引起的奇异问题；而第二类无奇点轨道根数虽然能同时避

免小偏心率小轨道倾角引起的奇异问题，但是在拟合极轨道精密星历时，仍然存

在奇异问题。因此，基于改进的第二类无奇点轨道根数[94]设计适用于低轨卫星的

广播星历，同时消除上述奇异问题影响是值得考虑的。鉴于大部分文献缺乏该研

究思路的谈论，本节将尝试进行探究。 

3.4.1 基于第二类无奇点改进根数的 16参数广播星历 

令基于改进的第二类无奇点轨道根数为：( )*, , , , ,x y x yA e e i i M ，其与经典的开

普勒轨道根数关系为[94]： 

 cosxe e =  (3.66) 

 sinye e =  (3.67) 

 sin cos
2x
ii =   (3.68) 

 sin sin
2y
ii =   (3.69) 

 *M M=+ +  (3.70) 

  =+  (3.71) 

式中，ex、ey 和 ix、iy 分别是偏心率向量的二维分量与轨道倾角向量的二维分量；

M*是平经度，从春分点开始计量。与第二类无奇点轨道根数相比，仅对轨道倾角

二维向量进行了改进，这样可以避免轨道倾角为 90°时的奇点[94]。其余参数定

义与第二类无奇点轨道根数保持一致。 
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3.4.2 用户算法 

基于第二类无奇点改进根数的 16 参数广播星历的用户算法，与 3.3.2 节叙述

的计算过程基本一致。但是由于轨道倾角二维矢量定义存在差异，从轨道坐标系

至地心惯性坐标系的旋转矩阵略有不同。本节推导适用于第二类无奇点改进根数

的旋转矩阵 M。由于轨道坐标系与地心惯性坐标系的转换与轨道倾角与升交点

赤经有关，对于基于改进的第二类无奇点轨道根数的广播星历模型，令 

 
( )

( ) ( ) ( )
    

    z x zR R i R

=

= − 

M P Q W
 (3.72) 

根据改进根数的定义，矩阵 M 需要用二维轨道倾角向量表示。 

根据(3.72)式可知： 

 
( ) ( )

( )
cos cos sin sin cos

sin cos sin cos cos
sin sin

i

i
i

 −  −  − 
 

=   −  − 
 

 

P  (3.73) 

 
( )

2 2

cos sin sin cos cos

sin cos cos
sin cos

i

i
i

   + − 
 

=  +  
  − 
 

Q  (3.74) 

 
( )
( )
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根据轨道倾角二维向量的定义可知： 

 2 2 2 1 cossin
2 2x y
i ii i −

+ = =  (3.76) 

所以， 

 ( )2 2cos 1 2 x yi i i= − +  (3.77) 

因为, 

 sin sin
2y
ii =   (3.78) 
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所以， 
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对于向量 P， 
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至此，向量 P 用二维轨道倾角向量表示完毕； 

对于向量 Q, 
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至此，向量 Q 用二维轨道倾角向量表示完毕； 

对于向量 W, 
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而 cosi 在前文已经计算完毕，如(3.77)式所示。至此矩阵 M 用二维轨道倾角向量

表示完毕，即： 
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3.4.3 基于第二类无奇点改进根数的广播星历设计 

基于第二类无奇点改进根数的广播星历设计思路，基本与 3.3.3 一致。同时

考虑轨道根数的长期与短期变化。 

3.4.4 不同广播星历模型拟合实验 

同样，先基于第二类无奇点改进的轨道根数设计几种方案，再使用这些方案

拟合仿真的低轨卫星精密轨道数据。所使用的仿真数据与 3.3.4 节保持一致。各

设计方案拟合结果如表 3.9 和表 3.10 所示。从中可以看出：使用基于第二类无奇

点的改进根数仍然可以同时克服小偏心率小轨道倾角引起的奇异问题。在基于第

二类无奇点改进根数的 16 参数广播星历设计方案的基础上，针对低轨卫星运动

特点，通过适当添加参数，可以大幅度提高广播星历拟合精度。本节的 22 参数

广播星历设计方案是值得推荐的。在后续章节，将会探讨轨道倾角、轨道偏心率、

轨道高度等几个可能影响参数拟合精度的因素对于该方案的影响。 

表 3.9 几种基于第二类无奇点改进根数方案 1000 km 轨道的拟合结果(拟合时间长度:20 
min；单位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R A C 轨道倾角 

16  0.727 0.888 0.888 0.013 0° 

17 A  0.098 0.120 0.120 0.013 0° 
 n  0.092 0.112 0.112 0.013 0° 
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续表 

参数个数 模式 URE RMS R A C 轨道倾角 

18 3rcC , 3rsC  0.149 0.182 0.183 0.013 0° 

 A , n  0.082 0.100 0.100 0.013 0° 

 A , A  0.063 0.077 0.076 0.013 0° 

 n , n  0.047 0.057 0.057 0.013 0° 

19 n , Crc3, Crs3 0.037 0.044 0.044 0.013 0° 

 A , Crc3, Crs3 0.035 0.041 0.042 0.013 0° 

 A , A , n  0.026 0.031 0.031 0.013 0° 

 A , n , n  0.025 0.029 0.029 0.013 0° 

20 Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.024 0.027 0.027 0.013 0° 

 n , n , Crc3, Crs3 0.020 0.022 0.022 0.013 0° 

 A , A , Crc3, Crs3 0.019 0.021 0.022 0.013 0° 

21 A , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.013 0.014 0.013 0.013 0° 

 n , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.013 0.013 0.013 0.013 0° 

22 n , n , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.012 0.011 0.012 0.013 0° 

表 3.10 几种基于第二类无奇点改进根数方案 1000 km 轨道的拟合结果(拟合时间长度:30 
min；单位：m) 

参数个数 模式 URE RMS R A C 轨道倾角 

16  3.967 4.835 4.862 0.071 0° 

17 A  0.679 0.830 0.827 0.069 0° 
 n  0.633 0.773 0.772 0.069 0° 

18 3rcC , 3rsC  1.095 1.336 1.338 0.069 0° 

 A , n  0.571 0.698 0.695 0.069 0° 

 A , A  0.379 0.460 0.461 0.069 0° 

 n , n  0.192 0.229 0.230 0.069 0° 

19 n , Crc3, Crs3 0.369 0.448 0.449 0.069 0° 

 A , Crc3, Crs3 0.326 0.395 0.396 0.069 0° 

 A , A , n  0.141 0.164 0.166 0.069 0° 

 A , n , n  0.125 0.144 0.146 0.069 0° 

20 Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.208 0.247 0.252 0.069 0° 

 n , n , Crc3, Crs3 0.101 0.113 0.113 0.069 0° 

 A , A , Crc3, Crs3 0.097 0.108 0.107 0.069 0° 
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续表 

参数个数 模式 URE RMS R A C 轨道倾角 

21 A , Crc3, Crs3, 3cC
, 3sC

 0.068 0.068 0.068 0.069 0° 
 n , Crc3, Crs3, 3cC , 3sC  0.067 0.066 0.066 0.069 0° 

22 n , n , Crc3, Crs3, 3cC
, 3sC

 0.058 0.052 0.052 0.069 0° 

3.5 几类轨道根数型广播星历的比较与分析 

正如前文几个章节所述，针对低轨卫星广播星历设计，本文讨论了四类轨道

根数型广播星历设计方案，分别是：基于 GPS LNAV/CNAV 的广播星历设计、基

于第一类无奇点轨道根数广播星历设计、基于第二类无奇点轨道根数广播星历设

计与基于第二类无奇点改进轨道根数的广播星历设计。每类都设计了几种不同的

方案，并采用仿真的低轨卫星精密轨道进行拟合实验。本文对这四大类中较优的

方案进行互相比较，以找到对于低轨卫星广播星历设计更适合的轨道根数型方案。 

方案 1：对基于 GPS LNAV/CNAV 广播星历的设计方案，选取 GPS 16 参数

广播星历附加 A , n , Cus3，Cuc3 方案为在第一类中的较优设计方案； 

方案 2：对基于第一类无奇点的广播星历设计方案，选取第一类无奇点 16 参

数广播星历附加 n ， n ，Cus3，Cuc3，Crc3，Crs3，Cic3，Cis3 的方案为第二大类中

较优的设计方案； 

方案 3：对基于第二类无奇点轨道根数设计的广播星历，选取第二类无奇点

16 参数广播星历附加 n ，Crc3，Crs3， 3cC ， 3sC 的方案为第三大类中较优的设计

方案； 

方案 4：对于基于第二类无奇点改进轨道根数设计的广播星历，选取第二类

无奇点改进根数 16 参数广播星历附加 n , n ,Crc3,Crs3, 3cC , 3sC 为第四大类中

较优的设计方案。 

对于这四种较优的设计方案，分别从轨道偏心率、轨道倾角和轨道高度这 3

个方面全面评估广播星历设计方案的性能。 

3.5.1 小偏心率小轨道倾角低轨卫星精密轨道拟合 

对于小偏心率小轨道倾角的低轨卫星精密轨道拟合，方案 3 与方案 4 拟合情

况在 3.3.4 节与 3.4.4 节已经分别做过讨论。对于方案一与方案二，使用与 3.3.4

节与 3.4.4 节相同的低轨卫星精密轨道仿真数据进行拟合，探究其对于小偏心率

与小轨道倾角的拟合效果，具体拟合结果如表 3.11 所示。从表中可以看到：对于
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小偏心率与小轨道倾角的拟合，方案一与方案二拟合效果都非常不理想。而且在

拟合过程中笔者发现，这 2 种方案都存在拟合次数过多的问题。经过分析，这是

小偏心率小轨道倾角引起奇异问题，导致参数之间相关关系过大造成的；反观方

案三与方案四，由于针对小偏心率小轨道倾角引起的奇异问题，重新定义了轨道

根数，所以在拟合各自广播星历参数的过程中取得了较优的拟合精度。由于方案

一与方案二对于小偏心率小轨道倾角精密轨道拟合精度不佳，后续不再讨论这 2

种设计方案。 

表 3.11 方案一与方案二拟合小偏心率与小轨道倾角低轨卫星轨道结果（拟合时间长度：20 
min；单位：m）  

方案 URE RMS R  A  C  轨道倾角 

方案一 0.433 0.467 0.587 0.012 0° 

方案二 2.867 4.057 2.828 0.015 0° 

3.5.2 轨道倾角对于拟合精度的影响 

在实现低轨卫星增强 GNSS 定位的过程中，低轨卫星的星座设计是非常关键

的步骤之一。在设计星座的过程中，各种轨道倾角的低轨卫星都有可能出现[46]。

为了讨论轨道倾角对于广播星历参数拟合精度的影响，本文拟合了从 0°至 90°

低轨卫星精密轨道数据，轨道倾角从 0°开始，每 5°仿真一次精密轨道。除了

轨道倾角设置不同之外，其余仿真策略与 3.1.2 节相同。2 种方案的拟合结果如

图 3.1 所示。从图中可以看出：第二类无奇点根数对于高轨道倾角轨道存在奇异

问题，导致拟合精度较差，当轨道倾角高于 70°时，甚至会出现拟合失败的现

象。反观方案四，针对高轨道倾角轨道存在的奇异问题，重新定义二维轨道倾角

矢量后，即使在轨道倾角较高时，拟合精度依然相对稳定，能够取得较稳定的拟

合精度，满足拟合 URE 在 10 cm 以内的要求。鉴于方案三存在的问题，本文后

续章节将不再讨论方案三。 
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图 3.1 轨道倾角对方案三与方案四参数拟合精度的影响（拟合时间长度：20 min；单位：

m；如果没有拟合精度值，则说明拟合失败） 

3.5.3 轨道高度对于拟合精度的影响 

低轨卫星所处轨道高度越低，则卫星受力情况越复杂，广播星历拟合难度也

就越大。为了探究轨道高度对于广播星历拟合精度的影响，本节将卫星轨道倾角

设置为 45°，轨道轨道高度设置为 600 km 至 1400 km，其余仿真策略与 3.1.2 节

相同。使用方案四拟合这些仿真低轨卫星精密轨道数据的拟合结果如图 3.2所示。

从表中的统计结果可以看出：轨道高度对于广播星历参数拟合精度有着明显影响。

轨道高度越高，拟合精度越高。方案四在拟合时间长度为 20 min，轨道高度为

600 km 至 1400 km 时，可以满足拟合 URE 在 10 cm 以内的要求。 
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图 3.2 轨道高度对方案四参数拟合精度的影响（拟合时间长度：20 min，30 min；单位：

m） 

3.5.4 轨道偏心率对于拟合精度的影响 

为了探究低轨卫星轨道偏心率对广播星历参数拟合精度可能存在的影响，对

在不同偏心率轨道上的卫星进行参数拟合，本节将卫星轨道倾角设置为 45°，

轨道轨道高度设置为 1000 km，其余仿真策略与 3.1.2 节相同。具体拟合结果如

图 3.3 所示。随着偏心率的增大，当拟合时间长度为 20 min 时，拟合精度有缓慢

下降的趋势，但总体而言方案四可以满足 URE 在 10 cm 以内的要求；在拟合时

间长度为 30 min 时，随着轨道偏心率的增大，拟合精度下降明显。 
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图 3.3 轨道偏心率对方案四参数拟合精度的影响（拟合时间长度：20 min，30 min；单

位：m） 

3.5.5 真实低轨卫星精密轨道数据拟合 

前文的拟合实验，都是基于仿真的精密卫星轨道数据开展的。为了进一步验

证星历设计方案的可靠程度，本节使用了 3 个真实的低轨卫星精密轨道数据，这

些低轨卫星是：CryoSat-2、HY-2A 和 Jason-2，它们的卫星轨道高度大约在 720 

km 至 1300 km。表 3.12 列出了这些卫星的基本轨道参数，这些低轨卫星的偏心

率几乎接近于零。如果不采用无奇点轨道根数，将很难克服由于小轨道偏心率造

成的奇点的问题。 

表 3.12 用于拟合广播星星历参数的真实低轨卫星基本轨道参数 

卫星 轨道倾角 轨道偏心率 轨道高度 (km) 

CryoSat-2 92° 0 720 

HY-2A 99.35° 0.00117 971 

Jason-2 66° 0 1336 

 

这些真实低轨卫星的精密轨道拟合结果具体如图 3.4所示。从图中可以看出，
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尽管这些真实存在的低轨卫星，其偏心率非常接近于零，但方案四仍然能成功拟

合广播星历参数，并且当拟合时间长度为 20 min 时，满足拟合 URE 不超过 10 

cm 的要求。同时，也可以发现，轨道高度对于拟合精度有着显著影响，高度越

高，拟合精度越高，反之，则会降低。 

 

图 3.4 方案四拟合真实低轨卫星精密轨道拟合结果（拟合时间长度：20 min，30 min；单

位：m） 
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图 3.5 Jason-2 卫星在径向（R），切向（A）和法向（C）以及拟合 URE 的时间序列（拟合

时间长度：20 min，30 min；单位：m） 

图 3.5 展现了低轨卫星 Jason-2 的拟合误差时间序列。当拟合时间长度为 20 

min 时，在径向、切向与法向的拟合误差不超过±4.5 cm，拟合 URE 优于 3 cm。

当拟合时间长度为 30 min 时，在径向、切向与法向，拟合误差不超过±18 cm，

而拟合 URE 不超过 14 cm。因此，拟合时间长度对于广播星历拟合精度有着非

常显著的影响，这在仿真实验中也有所体现。 

3.6 本章小结 

与 MEO、IGSO 和 GEO 卫星相比，低轨卫星运行周期短，并且受力情况更

为复杂，因此设计广播星历模型难度更大。本文基于四大类轨道根数型广播星历，

设计了多种不同方案，采用仿真与真实低轨卫星数据，检验不同方案的可靠性。

针对低轨卫星的运行特点，为每个大类设计了多个方案。经过实验发现：第一大

类，基于 GPS LNAV/CNAV 广播星历设计的方案，难以解决小偏心率小轨道倾

角引起的奇异问题；而第二大类，基于第一类无奇点轨道根数设计的方案，虽然

能避免因小偏心率轨道引起奇异问题，但是无法解决小轨道倾角引起的奇异问题；

第三大类，基于第二类无奇点轨道根数设计的方案，虽然能够同时避免小偏心率
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与小轨道倾角引起的奇异问题，但是当轨道倾角接近极轨时，仍然会出现奇异问

题，造成拟合误差过大；针对以上三大类问题，本文提出基于第二类无奇点的改

进轨道根数设计低轨卫星广播星历。相比于第二类无奇点轨道根数，重新定义了

轨道倾角二维矢量。在第二类无奇点根数的基础上，避免了拟合极轨道数据时出

现的奇异问题。为了测试这四大类方案的拟合精度，笔者在这几大类方案中，分

别选择了较优的四个具体方案。采用仿真与真实精密低轨卫星数据，使用控制变

量法进行拟合测试。讨论了轨道倾角、轨道高度与偏心率，对于广播星历参数拟

合精度的影响。结果表明：基于第二类无奇点改进轨道根数设计的方案，即方案

四，在多种情况下，当拟合长度为 20 min 时，都取得了较优的拟合结果，满足

拟合 URE 在 10 cm 以内的要求。 
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第4章 基于矢量积分的低轨卫星广播星历设计与精度对比 

虽然轨道根数类型广播星历模型，被大部分卫星导航系统使用，但在某些情

况下，由于存在奇点问题造成拟合误差过大。在第 3 章，采用轨道根数设计低轨

卫星广播星历时，为解决在某些特殊情况下的奇点问题，进行了大量探索，做了

许多工作。与其他卫星导航系统非常不同的是，GLONASS 系统采用基于矢量积

分的广播星历模型，与轨道根数型广播星历相比，该模型具有良好的无奇异特点

[104]。因此，可以考虑设计基于矢量积分的低轨卫星广播星历。 

4.1 广播星历模型设计 

现在正在使用的标准 GLONASS 广播星历模型，包含 9 个状态参数与 1 个

时间参数。该模型简单，适合描述中、高轨卫星摄动运动。但由于低轨卫星运动

情况，相比中、高轨卫星更为复杂，标准的 GLONASS 广播星历模型直接用于低

轨卫星，存在拟合误差过大的问题。所以，在标准 GLONASS 广播星历模型的基

础上，需要考虑添加一些额外的参数[155]。使用 STK 软件，在 HPOP 模式下，仿

真在 600 km 与 1000 km 轨道高度的低轨卫星精密星历。详细的轨道参数如表 4.1

所示。低轨卫星在 3 个轨道周期内的加速度变化情况如图 4.1 所示。很明显，低

轨卫星在 ECEF 坐标系中的加速度具有非常明显的与卫星轨道周期有关的周期

变化。同时，也具有一定的趋势性变化。所以，可以考虑使用切比雪夫多项式与

傅里叶级数描述卫星加速度的变化情况，构建增强的矢量积分型广播星历模型。 

表 4.1 低轨卫星详细轨道参数 

参数 数值 

轨道高度 600 km 1000 km 

半长轴 6878.14 km 7378.14 km 

轨道偏心率 0.001 0.001 

轨道倾角 45° 5° 

近地点角距 0° 30° 

升交点赤经 0° 0° 

真近点角 0° 0° 
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图 4.1 在地心地固坐标系加速度在 X, Y, Z 方向变化情况（3 个轨道周期） 

根据上述分析结果，使用 3 阶和 2 阶切比雪夫多项式拟合低轨卫星加速趋势

变化特征，使用傅里叶级数拟合加速度的周期变化特征。设计了四种方案，具体

参数及其意义如表 4.2 至表 4.5 所示。 

表 4.2 增强的矢量积分型广播星历参数及其意义（方案一，标准的 GLONASS 广播星历模

型） 

参数 意义 

toe 广播星历参数参考时刻 

X，Y，和 Z 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系位置 

Vx，Vy，和 Vz 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系速度 

ax，ay，az 卫星在 X，Y，Z 分量加速度 

表 4.3 增强的矢量积分型广播星历参数及其意义（方案二） 

参数 意义 

toe 广播星历参数参考时刻 

X, Y, 和 Z 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系位置 

Vx, Vy, 和 Vz 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系速度 

ax，ay，az 卫星在 X，Y，Z 分量加速度 
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续表 

参数 意义 

（AX，BX），（Ay，By）和

（Az，Bz） 

描述卫星加速度在 X，Y，Z 方向周期变化的三角函数幅值 

表 4.4 增强的矢量积分型广播星历参数及其意义（方案三） 

参数 意义 

toe 广播星历参数参考时刻 

X, Y, 和 Z 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系位置 

Vx, Vy, 和 Vz 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系速度 

CX0, CX1, CX2, 和 CX3 描述卫星加速度在 X 方向趋势变化的切比雪夫多项式系数 

CY0, CY1, CY2, 和 CY3 描述卫星加速度在 Y 方向趋势变化的切比雪夫多项式系数 

CZ0, CZ1, CZ2, 和 CZ3 描述卫星加速度在 Z 方向趋势变化的切比雪夫多项式系数 

表 4.5 增强的矢量积分型广播星历参数及其意义（方案四） 

参数 意义 

toe 广播星历参数参考时刻 

X, Y, 和 Z 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系位置 

Vx, Vy, 和 Vz 卫星在参考时刻在 ECEF 坐标系速度 

CX0, CX1, CX2, 和 CX3 描述卫星加速度在 X 方向趋势变化的切比雪夫多项式系数 

CY0, CY1, CY2, 和 CY3 描述卫星加速度在 Y 方向趋势变化的切比雪夫多项式系数 

CZ0, CZ1, 和 CZ2 描述卫星加速度在 Z 方向趋势变化的切比雪夫多项式系数 

（AX，BX），（Ay，By）和

（Az，Bz） 

描述卫星加速度在 X，Y，Z 方向周期变化的三角函数幅值 

4.2 用户算法 

与标准的 GLONASS 广播星历用户算法稍有不同的是，计算卫星在 ECEF 坐

标系的加速度时，用式(4.1)至(4.3)计算： 

 
( )( )

( )( ) ( )

2 2
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Ti(τ)可用迭代公式计算： 

 ( )  0 0
2= , ,oet t t t t t
t

 −  + 


 (4.4) 

其中，τ ∈ [-1, 1]可以根据观测历元计算： 

 ( )  0 0
2= , ,oet t t t t t
t

 −  + 


 (4.5) 

其中，Δt 为拟合时间长度。 

在计算卫星的加速度之后，如(2.10)式所示，采用数值积分的方法，计算参

数有效期内任意观测时刻卫星在 ECEF 坐标系中的位置与速度。对于数值积分方

法的选择，本文将会在后续章节讨论。 

4.3 实验验证 

本文使用 STK 软件，仿真了从 600 km 至 1400 km 轨道高度的低轨卫星精密

轨道数据，仿真时间设置为 2019 年 4 月 27 日 0 时至 2019 年 4 月 28 日 0 时。使

用这些精密轨道对增强的矢量积分型广播星历模型进行测试，对前文提到的四种

矢量积分型广播星历设计方案进行分析比较。在测试过程中，详细讨论了数值积

分方法，积分步长，轨道倾角，轨道偏心率，轨道高度与拟合时间段长度对于拟

合精度可能造成的影响。然后，使用真实低轨卫星精密轨道数据拟合广播星历，

进一步验证模型可靠程度。 

4.3.1 不同设计方案比较 

在本节使用前文提到的四种方案，拟合在 1000 km 轨道高度的低轨卫星精密
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星历，对这四种矢量积分型星历设计方案进行比较分析。该低轨卫星的轨道倾角

与偏心率分别设置为 0°与 0.001。在拟合广播星历过程中，使用四阶龙格库塔

积分方法，积分步长设置为 30 s。积分方法与积分步长的影响，将会在后续章节

详细讨论。四种设计方案的拟合精度如表 4.6 与表 4.7 所示。 

表 4.6 四种设计方案拟合精度 (拟合时间长度：20 min; 单位：m) 

方案 URE RMS R A C 

方案 1 3.034 3.657 3.604 1.078 

方案 2 0.186 0.221 0.225 0.060 

方案 3 0.063 0.076 0.074 0.023 

方案 4 0.011 0.013 0.013 0.006 

表 4.7 四种设计方案拟合精度 (拟合时间长度：30 min; 单位：m) 

方案 URE RMS R A C 

方案 1 7.195 8.674 8.536 2.572 

方案 2 0.796 0.950 0.948 0.302 

方案 3 0.323 0.386 0.385 0.119 

方案 4 0.068 0.079 0.079 0.048 

 

正如表 4.6 与表 4.7 所示，方案四的拟合精度最优；标准的 GLONASS 广播

星历表现最差。当拟合时间长度从 20 min 延长至 30 min 时，方案四拟合精度下

降幅度最小。低轨卫星加速度变化情况非常复杂，其短周期与长期趋势项变化应

该同时考虑。而方案四恰好同时考虑了两者的影响，因此方案四是值得推荐的。

本节成功拟合小偏心率、小轨道倾角精密轨道，也说明矢量积分型广播星历良好

的无奇异特性。在后续章节中，将会从多个方面对矢量积分型广播星历的实用性

进行分析。 

4.3.2 数值积分方法的影响 

在基于矢量积分型的广播星历模型中，需要使用数值积分方法计算任意观测

时刻的卫星位置与速度。数值积分方法通常分为单步法与多步法[94,156]。尽管在

理论上，多步法具有更高的积分精度，但算法也更为复杂且耗费时间。单步法，

比如广泛应用的龙格库塔方法，算法简单，可以满足卫星位置与速度积分精度要

求。本节评估了龙格库塔 3 阶、4 阶与 5 阶算法，在广播星历参数拟合精度方面

造成的差异。龙格库塔 3 阶，龙格库塔 4 阶与龙格库塔 5 阶具体计算过程，分别
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具体如式(4.6)至(4.8)所示。本文使用这 3 种积分方法，拟合轨道高度为 1000 km，

偏心率 0.001，轨道倾角为 0°的低轨卫星精密轨道数据。具体的拟合精度的均

方根误差统计情况如表 4.8 和表 4.9 所示。 
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其中，y 表示函数值；x 为自变量；h 为积分步长。 

表 4.8 使用 3 至 5 阶龙格库塔算法拟合广播星历精度的差异（拟合时间长度：20 min；单

位：m） 

拟合精度 龙格库塔 3阶 龙格库塔 4阶 龙格库塔 5阶 

URE RMS 0.015 0.011 0.011 
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续表 

拟合精度 龙格库塔 3阶 龙格库塔 4阶 龙格库塔 5阶 

R 0.018 0.013 0.013 

A 0.017 0.013 0.013 

C 0.006 0.006 0.006 

表 4.9 使用 3 至 5 阶龙格库塔算法拟合广播星历精度的差异（拟合时间长度：30min；单

位：m） 

拟合精度 龙格库塔 3阶 龙格库塔 4阶 龙格库塔 5阶 

URE RMS 0.122 0.068 0.068 

R 0.152 0.079 0.079 

A 0.15 0.079 0.079 

C 0.048 0.048 0.048 

 

正如表 4.8 和表 4.9 所示，当拟合时间长度为 20 min 时，不同数值积分方法

的拟合精度差异不大。但是，当拟合积分长度为 30 min 时，3 阶龙格库塔方法的

拟合精度明显很低，此时，4 阶与 5 阶龙格库塔的拟合精度差异不大。考虑到 5

阶龙格库塔算法相比于 4 阶龙格库塔方法更为复杂。因此，使用 4 阶龙格库塔算

法计算卫星位置与速度是比较合适的。 

4.3.3 数值积分步长的影响 

除了积分方法的影响，积分步长的影响也值得考虑。如果积分步长太小，则

会导致计算负担较重，影响实时性。反之，如果步长较长，则会影响广播星历拟

合精度。在本节，同样使用轨道高度在 1000 km，轨道偏心率为 0.001，轨道倾角

为 0°的低轨卫星精密轨道数据。数值积分步长与广播星历拟合精度的关系如图

4.2 所示。 
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图 4.2 数值积分步长与拟合精度的关系（拟合时间长度：20 min，30 min） 

数值积分步长的选择，应该考虑到广播星历拟合精度与计算效率的平衡。综

合考虑之后，将积分步长设置为 30 s 是比较合适的。 

4.3.4 轨道倾角与偏心率的影响 

轨道倾角与偏心率对广播星历拟合精度的影响需要仔细考虑。在基于轨道根

数设计广播星历时，由小轨道倾角与小偏心率造成的奇异问题，引起了许多困难。

在本节，低轨卫星的轨道偏心率与轨道高度仍然设置为 0.001 与 1000 km。轨道

倾角从 0°变化到 90°。这样在未来的低轨卫星增强星座设计方案中，所有轨道

倾角可能出现的情况都能被考虑。轨道倾角对于拟合精度造成的影响如图 4.3 所

示。当拟合时间长度为 20 min 时，拟合精度随轨道倾角的变化非常平稳。但是，

当拟合时间长度为 30 min 时，拟合精度的变化程度略大。此外，为了评估轨道

偏心率对于广播星历造成的影响。轨道偏心率从 0.001 变化至 0.030，将轨道倾

角设置为 45°，轨道高度仍然设置为 1000 km。轨道偏心率对于广播星历拟合精

度的影响如图 4.4 所示。很明显，尽管轨道偏心率发生了变化，但拟合精度依然

比较稳定。 
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图 4.3 轨道倾角对于广播星历拟合精度的影响（拟合时间长度：20min，30min） 

 

图 4.4 轨道偏心率对广播星历拟合精度的影响（拟合时间长度：20 min，30 min） 
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总之，从以上实验结果可以发现：在轨道根数类型广播星历设计中，遇到小

偏心率，小轨道倾角或者大轨道倾角造成的奇异问题，在矢量积分类型广播星历

得到了解决。奇异问题出现的根本原因是：在某些特殊情况下，轨道根数的定义

是不明确的[94]。与此相反的是，矢量积分型广播星历能够很好克服奇异问题。此

外，笔者在拟合广播星历过程中发现：在拟合矢量积分型广播星历时，平均需要

3 至 4 次迭代便可以收敛。但是，对于拟合基于第二类无奇点改进轨道根数设计

的广播星历时，采用同样的拟合策略，却在大多数情况下需要 7 至 8 次迭代才能

收敛。这是因为对于轨道根数类型广播星历，参数之间具有较强相关关系；而矢

量积分类型广播星历参数之间相关关系较弱。这也从另一个角度说明了矢量积分

类型广播星历良好的无奇异特性。 

4.3.5 轨道高度的影响 

卫星的轨道高度将会对广播星历拟合精度产生显著影响。在本节，仍然将轨

道倾角与偏心率分别设置为 45°与 0.001，仿真时间为 2019 年 4 月 27 日 0 时至

2019 年 4 月 28 日 0 时。卫星轨道高度从 600 km 变化至 1400 km。由图 4.5 可以

发现：轨道高度越高，广播星历拟合精度就越高。当卫星轨道高度在 1000 km 以

上，拟合时间长度为 20 min 时，拟合精度甚至要优于 1 cm。总之当使用增强的

矢量积分型广播星历模型，拟合时间长度为 20 min 时，对于在轨道高度 600 km

至 1400 km 的低轨卫星，拟合精度可以控制在 4 cm 以内，完全可以满足相关要

求。 
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图 4.5 轨道高度对拟合精度的影响（拟合时间长度：20 min，30 min） 

4.3.6 真实低轨卫星精密轨道数据拟合 

考虑到上述实验都是基于仿真的精密星历展开的，在本节使用真实的低轨卫

星精密轨道数据，拟合增强的矢量积分型广播星历模型，以检验该模型可靠程度。

所采用的真实低轨卫星精密轨道数据与 3.5.5 节保持一致。 
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图 4.6 真实低轨卫星的广播星历拟合精度（拟合时间长度：20 min，30 min） 

 

图 4.7 Jason-2 卫星在径向（R），切向（A）和法向（C）以及拟合 URE 的时间序列（拟合

时间长度：20 min，30 min） 
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图 4.6 展示了 3 个真实低轨卫星的广播星历拟合精度。与之前的仿真实验结

果类似，轨道高度越高，拟合精度越高。尽管这些真实的低轨卫星轨道偏心率非

常小，仍然能成功拟合广播星历参数。至于拟合时间长度的影响，当拟合时间长

度不超过 20 min 时，对于这 3 种低轨卫星，拟合 URE 的 RMS 统计值不超过 4 

cm。图 4.7 展现了低轨卫星 Jason-2 的拟合误差时间序列。当拟合时间长度为 20 

min 时，在径向、切向与法向拟合误差不超过±6.5 cm，拟合 URE 优于 5.1 cm。

当拟合时间长度为 30 min 时，在径向、切向与法向拟合误差不超过±39 cm，而

拟合 URE 不超过 31 cm。与 3.5.5 节的轨道根数型广播星历拟合结果相比，拟合

时间长度为 20 min 时拟合精度相当，但当拟合时间长度延长至 30 min 时，矢量

积分型广播星历拟合精度下降更明显。这说明矢量积分型广播星历不适合长时间

轨道描述。 

4.4 矢量积分型与轨道根数型广播星历比较 

基于矢量积分型与轨道根数型广播星历，分别设计了适合于低轨卫星的广播

星历模型。本节在轨道倾角，轨道偏心率，轨道高度，拟合时间长度这几个方面

对这两种类型的广播进行对比分析，总结各自的特点。轨道根数型与矢量积分型

广播星历分别采用第三章与本章最优方案。 

4.4.1 轨道倾角 

本节将轨道偏心率设置为 0.001，轨道高度为 1000 km，轨道倾角从 0°变化

至 90°，以探究轨道倾角对于拟合精度的影响。使用 STK 软件仿真低轨卫星精

密星历，用于拟合广播星历参数。图 4.8 展示了随着轨道倾角的变化，对轨道根

数型与矢量积分型广播星历拟合结果影响的对比。从中可以发现： 

（1） 矢量积分型广播星历与基于第二类无奇点改进根数设计的轨道根数型广

播星历，都能克服由于轨道倾角引起的奇异问题。在各种轨道倾角情形，

两者都能成功拟合相应参数； 

（2） 当拟合时长为 20 min 时，两者拟合精度差异不大，拟合精度差异基本在

毫米级。但是当拟合时间长度为 30 min 时，矢量积分型广播星历拟合精

度下降更明显。这说明轨道根数型广播星历在长时间轨道运动学描述方面

优势比较明显； 

（3） 矢量积分型广播星历在轨道倾角较大时，拟合精度较差。这是因为在描述

Z 方向的运动状态的参数较少。如果星地间数据传输资源允许，可以考虑
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在 Z 方向增加相应参数。 

 

图 4.8 轨道倾角对于矢量积分型与轨道根数型广播星历拟合精度的影响（拟合时间长度：

20 min，30 min；单位：m） 

4.4.2 轨道偏心率 

本节将轨道偏心率设置为0.001，轨道高度为1000 km，轨道倾角设置为45°，

轨道偏心率从 0.001 变化至 0.030，以探究轨道偏心率对于拟合精度的影响。同

样，使用 STK 软件仿真低轨卫星精密星历，用于拟合广播星历参数。图 4.9 展示

了随着轨道偏心率的变化对于轨道根数型与矢量积分型广播星历拟合结果影响

的差异。从中可以发现： 

（1） 当拟合时间长度为 20 min 时，矢量积分型与轨道根数型广播星历的拟合

精度差异不大，差异在 5 mm 以内。当轨道偏心率较小时，轨道根数型广

播星历拟合精度略好，但是随着轨道偏心率的增大，矢量积分型广播型广

播星历的拟合精度逐渐逼近，甚至优于轨道根数型广播星历的拟合精度； 

（2） 当拟合时间延长至 30 min 时，两种类型的广播星历拟合精度都有了较大

幅度的降低；在轨道偏心率较小时，轨道根数广播星历拟合精度明显更高。

但是，当轨道偏心率大于 0.015 时，轨道根数型广播星历拟合精度，急剧
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降低。矢量积分型广播星历的拟合精度，仍然比较平稳。因此，矢量积分

型广播星历对于偏心率较大的轨道适应能力更强。 

 

图 4.9 轨道偏心率对矢量积分型与轨道根数型广播星历拟合精度的影响（拟合时间长度：

20 min，30 min；单位：m） 

4.4.3 轨道高度 

本节将轨道偏心率设置为 0.001，轨道倾角设置为 45°，轨道高度从 600 km

变化至 1400 km。以探究轨道高度对于拟合精度的影响。同样，使用 STK 软件仿

真低轨卫星精密星历，用于拟合广播星历参数。图 4.10 展示了轨道高度对于两

种广播星历模型拟合精度的影响。从中可以看出： 

（1） 当拟合时间长度为 20 min 时，矢量积分型与轨道根数型广播星历都可以

满足拟合 URE 精度在 10 cm 以内的要求。随着轨道高度的增高，拟合精

度都有提高。当轨道高度较低时，轨道根数型广播星历拟合精度略高，而

当轨道高度高于 1000 km 及以上时，两者拟合精度相当； 

（2） 当拟合时间长度为 30 min时，轨道轨道根数型广播星历的拟合精度更高。

轨道高度在 1000 km 以上时，二者都能满足拟合 URE 不超过 10 cm 的要

求。总之，轨道高度对这两种广播星历拟合精度都有影响，特别是当拟合
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时间长度较短，轨道高度越高时，拟合精度提升也越明显。 

 

图 4.10 轨道高度对矢量积分与轨道根数型广播星历拟合精度的影响 

4.4.4 拟合时间长度 

图 4.8 至图 4.10 展示了拟合时间长度，在不同情形下对于矢量积分型与轨道

根数型广播星历的影响。从这些图中可以看出：拟合时间长度，对广播星历拟合

精度有着明显影响。在各个拟合情形中，随着拟合时间长度的增加，星历拟合精

度都有着不同程度的下降。这是因为低轨卫星运动状态非常复杂，如果拟合时间

过长，则难以精确描述卫星运动状态。除了轨道偏心率较大，拟合时间长度为 30 

min 的情形之外，总体上观察，轨道根数型广播星历拟合长时间跨度精密轨道数

据时拟合精度更高。 

4.5 本章总结 

本章设计了适用于低轨卫星的矢量积分型广播星历。所构建的增强矢量积分

型广播星历模型的可靠性，用仿真的与真实的低轨卫星精密星历进行了验证。全

面考虑了，数值积分方法、数值积分步长、轨道倾角与偏心率、拟合时间长度和
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轨道高度这几个因素，对于广播星历拟合精度的影响。实验结果表明：随着轨道

高度的提高，广播星历的拟合精度也明显提高；拟合时间长度缩短，拟合精度也

会提高；受益于矢量积分型广播星历良好的无奇异特性，能够完全克服奇点问题

的影响。 

对于矢量积分与轨道根数型广播星历进行了比较分析。两种类型广播星历，

在拟合时间长度为 20 min 时，对于 600 km 至 1400 km 的低轨卫星都能满足拟合

URE 在 10 cm 以内的要求。当拟合时间长度为 30 min 时，除了在轨道偏心率较

大，拟合时间长度为 30 min 的情形之外，轨道根数型广播星历更适合较长时间

轨道运动学描述。虽然现阶段矢量积分型广播星历，对于长时间精密轨道拟合能

力较差，但是用户如果有条件进行精密轨道外推，则根据矢量积分型广播星历计

算得到的卫星位置还能提高。此外，在拟合过程中发现，对于轨道根数型广播星

历，平均需要 7 至 8 次迭代才能拟合成功。而对于矢量积分型广播星历，平均只

需要迭代 3 至 4 次便可以拟合成功。这说明矢量积分型广播星历具备更优的无奇

异特性。 
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第5章 基于扩展的概率模型评估星座性能 

前几章关于低轨卫星广播星历设计的讨论，更多是在探究卫星与用户之间的

测距问题。除了测距问题，在实现低轨卫星增强 GNSS 的过程中，采用合理的星

座设计方案，使得卫星与用户之间形成良好的空间构型也是实现高质量定位的重

要前提之一。本章介绍了使用概率模型评估卫星导航星座性能的方法。该方法只

需一些基本的星座参数，便可以评估卫星导航星座在全球范围内的卫星可见性与

各类 DOP 值的分布情况。此外，使用概率模型，本章还探讨了椭圆轨道卫星，

作为一种新的潜在的星基增强方式在未来的卫星导航系统发展中，搭配高、中和

低轨卫星时可能起到的作用。同时，对于 QZO 与 IGSO 卫星在空间构型分布的

特点也进行比较分析。最后，对未来可能包含的 MEO、IGSO、GEO、低轨与椭

圆轨道卫星构成的 GNSS+星座设计方案的实用性进行分析。 

5.1 扩展的概率模型 

传统方法估计卫星可见性与 DOPs（（geometric DOP，GDOP），（horizontal 

DOP，HDOP），（position DOP，PDOP），（time DOP，TDOP）和（vertical DOP，

VDOP））值时，通常需要使用真实的或者仿真的精密星历[119–121]。Wang 等[115]首

先提出使用概率模型评估 GPS 星座的性能。王解先等[157]使用概率模型评估了

Galileo/GPS 组合系统与 GPS 单系统的实用性进行了比较分析。陈俊平等[122]使

用概率模型计算低轨卫星星载接收机观测到的 GNSS 卫星 DOP 值。但他们所提

出的概率模型仅仅适用于 MEO 卫星。为了将其扩展至 IGSO 与 GEO 卫星，Wang

等[114]提出了优化的概率模型。本节通过总结之前的概率模型，提出扩展的概率

模型[158]。 

在之前的概率模型中[114,115]，用户在地球椭球某个地点所能观测到的天空，

以经度和纬度被划分为 1°×1°的网格，根据每颗卫星在网格内出现的概率可以

确定可见卫星数量。对于在地球椭球表面上的某个地点，卫星的可见数量是在该

地点可见天空范围内，所有可见卫星概率的总和[115]。在计算在该地点的 DOPs 值

时，这些卫星可能出现的概率被当作权重因子。根据这些 DOPs 值，就可以评估

卫星导航星座的卫星可见性与空间几何分布情况。值得注意的是：卫星的轨道倾

角，决定着卫星可能在天空中出现的纬度范围。也就是说，卫星出现在比轨道倾

角还高的纬度之上的概率是零。考虑到原始的概率模型只适用于运行在圆轨道上
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的卫星，本章扩展并优化概率模型，使其适用于类似 QZSS 的在椭圆轨道运行的

QZO 卫星与北斗的 IGSO 卫星。 

5.1.1 MEO 与低轨卫星出现概率 

在低轨卫星广播星历设计章节曾提到，低轨卫星的轨道偏心率非常小。在

2.4.6 节，通过计算 GPS 卫星每颗卫星的轨道偏心率，发现 GPS 所使用的 MEO

卫星也基本在近圆轨道上运行。在这种情况下，之前的概率模型是有效的。当纬

度为 φ 与经度为 λ 时，记为（φ，λ），卫星在东西方向上的速度 Vλ 和在南北方向

上的速度 Vφ 可表示为[115]： 

 
2

cos
cos

cos1 ( )
cos

orb

orb

iGMV
R

iGMV
R










= 



 =  −



 (5.1) 

其中，R 为卫星矢量的模长；iorb 为卫星轨道倾角；φ 为大地纬度；λ 为大地经度。 

如式(5.1)所示，卫星在某个网格内出现的速度，仅仅与纬度有关。所以，对

于处在同一个纬度上的卫星，Vφ 是相同的。由于 GNSS 星座在设计上，卫星在东

西方向是对称分布的[115]。因此，卫星出现的概率只由 Vφ 决定。卫星在某个网格

内可能出现概率的优化计算方法可以表示为[114]： 

 / 2 2

cos
,cos cos

                     0             ,

M L
orborb

orb

k R k
V GMP ii

i









=

= −




 (5.2) 

其中，k 是适用于 MEO 或者低轨卫星星座的概率常数。上标 M/L 表示 GNSS 的

MEO 或者低轨卫星。 

用户在地球椭球某点所能观测的天空被划分为 1°×1°的网格，每个网格的

坐标（φi，λj）可表示为： 

 
0.5       89, 88,...,90
0.5      180, 179,...,180

i

j

i i
j j





= − = − −
 = − = − −

 (5.3) 

而概率常数 k 可以确定为： 
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 90 180

89 180

1
i j

nk

V=− =−

=

 
 (5.4) 

其中，n 表示 GNSS 星座中 MEO 或者低轨卫星的总数量。 

5.1.2 GEO 与 IGSO 卫星出现概率 

在 ECEF 坐标系统，GEO 卫星理论上相对于地球是静止的。因此，北斗三

号星座的 3 颗 GEO 卫星应该分别分布在东经 80°，110.5°和 140°静止不动

[159]。所以，在理论上，GEO 卫星在特定点出现的概率是 1，在非特定点出现的

概率是 0。那么 GEO 卫星概率计算函数可以写为： 

 ( , , )

1,( , , )
0,  

GEO
X Y Z

X Y Z P
P

other positions


= 


 (5.5) 

其中，P 表示某颗 GEO 卫星被设计的定点出现位置。 

对于 IGSO 卫星，其星下点轨迹是一条封闭的曲线。比如北斗三号的 3 颗

IGSO卫星，在星座设计上，它们的星下点轨迹是重合的，交点位于赤道东经 118°，

三颗卫星的相位差为 120°[160]。当真近点角 f 每转过一定角度时，便可以计算该

卫星在 ECEF 坐标系统中的坐标，当真近点角转过一周时，对于 IGSO 卫星而言，

在一个地球自转周期内，所有的可能出现的卫星坐标都可以被计算得到，这些卫

星空间坐标组成的集合被称为 B。对于 IGSO 卫星，当真近点角从 0°转至 360°

时，在一个地球自转周期内，卫星所有可能在 ECEF 坐标系中出现的空间坐标及

其相应的速度都可以被计算得到。考虑到计算效率与精度这两个方面的因素，当

真近点角 f 每转过 0.25°时，便计算一个点[114]。然后，基于概率模型思想，IGSO

卫星在集合 B 中的某个点出现的概率可以根据速度确定。综上所述，IGSO 卫星

在集合 B 中的某个点出现概率的优化计算方式为[158]： 

 ( , , )( , , )

, ( , , )

0,  
X Y Z

IGSO

IGSOIGSO
X Y Z

k X Y Z
VP

other positions


= 




 (5.6) 

其中， ( , , )X Y Z

IGSOV 是 IGSO卫星在B中某点出现时对应的在ECEF坐标系统中的速度；

kIGSO 是针对 IGSO 卫星的概率常数，可以使用下方公式计算： 
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( , , ) ( , , )

1

IGSO
IGSO

IGSO
X Y Z X Y Z

nk

V

=


 (5.7) 

其中，nIGSO 是具有相同星下点轨迹的 IGSO 卫星的数量。 ( , , )X Y Z

IGSOV 可以通过如下方

式计算：首先根据真近点角 f 可以计算 IGSO 卫星在 ECEF 坐标系中的坐标；然

后，卫星在 X，Y 和 Z 分量 ECEF 坐标系中的速度 VX，VY，和 VZ 可以计算为： 

 

t t t
X

t t t
Y

t t t
Z

X XV
t

Y YV
t

Z ZV
t

+

+

+

− = 


− =

−

= 

 (5.8) 

其中，t 为某个历元；X，Y 和 Z 为在历元 t 或者 t+Δt 的 ECEF 坐标系中的坐标；

Δt 为卫星从一个点飞向另一个点所需要的时间。那么， ( , , )X Y ZV 在这个点的速度

为： 

 
( , , )

2 2 2=
X Y Z

IGSO
X Y ZV V V V+ +  (5.9) 

在本节，使用优化的概率计算方式，研究了北斗三号 3 颗 IGSO 卫星的概率

分布。从图 5.1 中可以看到，在 IGSO 卫星“8”字型星下点轨迹的南北两端（也

即：星下点轨迹“留”的附近），卫星出现的概率更大，与 Wang 等[114]相应的结

果相比更接近真实情况。 
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图 5.1 北斗三号系统 3 颗 IGSO 卫星观测概率分布情况 

5.1.3 椭圆轨道卫星出现概率 

MEO、GEO、IGSO 和低轨卫星都在近圆轨道上运行，所以卫星的位置与速

度的大小，在各个时刻都近似相等，这也是之前的概率模型能够应用的重要前提

[114,115]。然而，一些运行在特殊轨道的卫星，其轨道偏心率比较大，比如日本 QZSS

的 QZO 卫星[161]。QZO 卫星的轨道偏心率大约为 0.075，而大部分 GPS 卫星轨

道偏心率要小于 0.01。为了评估处于椭圆轨道上的卫星对于卫星可见性与空间构

型起到的作用，需要对传统的概率模型进行改进。为达到这个目的，关键在于计

算卫星在 ECEF 坐标系统的出现的空间坐标及其相应的速度。因此，有以下几个

问题需要注意：（1）卫星与地球的距离总是在变化；（2）卫星从一个点飞向邻近

点所需要的时间并不总是相同；（3）卫星速度的大小，一直都在改变。 
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对于问题（1），卫星与地球的距离可以使用如下公式计算[94,158]： 

 
2(1 )

1 cos
a eR

e f
−

=
+

 (5.10) 

其中，e 表示轨道偏心率；a 为轨道半长轴。从式(5.10)可以看到卫星与地球的距

离是关于真近点角 f 的函数。 

对于问题（2），根据开普勒第二定律，卫星在单位时间内扫过的面积相同，

也就是说，在二体问题中，卫星的面积速度是常数。那么面积速度A 可表示为： 

 
2(1 )

A
2

aGM e−
=  (5.11) 

因此，对于在椭圆轨道上运行的卫星，从某个点飞向邻近点所需要的时间，

可以通过这段时间内卫星扫过的面积 A 除以面积速度计算得到，即：A A/ 。如

果，真近点角 f仅仅转过微小的角度，那么卫星扫过的区域可以近似看作为扇形。

此时，这个微小区域的面积，dA，可以通过下面的公式进行计算： 

 
22

21 1 (1 )
2 2 1 cos

a edA R df df
e f

 −
= =  + 

 (5.12) 

其中，df 为真近点角转过的微小量。那么在整个区间，对真近点角 f 进行积分，

便可以确定整个区域的面积，如(5.13)式所示，积分区间为[f，f+0.25°]。 

 
220.251 (1 )

2 1 cos
f

f

a eA df
e f

+  −
=  + 
  (5.13) 

然而，采用牛顿-莱布尼茨公式进行积分计算是非常困难的。因此，考虑使用

数值计算的方法。把积分区间[f，f+0.25°]平均分成 10000 个小区间。那么，式(5.13)

可以近似计算为[158]： 

 
2210000

1

1 (1 ) ( 0.000025 )
2 1 cos( 0.000025 )i

a eA f i
e f i=

 −
 + + + 

  (5.14) 

那么对于运行在椭圆轨道上的卫星，从一个点飞向另一个点所需要的时间， t ,

可计算为： 
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 A
A

t   (5.15) 

当 t 确定之后，便可以确定卫星在 ECEF 某点速度。卫星在轨道平面直角

坐标系内的坐标可以用如下公式计算： 

 
cos

, 0,0.25,...,360,....
sin

f

f

R f
f

R f




= = =
 (5.16) 

其中，η 为指向升交点，ξ与 η 垂直。 

卫星在轨道坐标系内坐标，可以转换至 ECEF 坐标系： 

 3 1( ) ( )
0

i i

i i orb i

i

X
Y R R i
Z





   
   = − −   
   
   

 (5.17) 

其中， 3( )iR − 和 1( )orbR i− 为旋转矩阵，可分别根据式(5.18)和(5.19)计算： 

 3

cos sin 0
( ) sin cos 0

0 0 1

i i

i i iR
 −  

 − =   
 
 

 (5.18) 

 1

1 0 0
( ) 0 cos sin

0 sin cos
orb orb orb

orb orb

R i i i
i i

 
 − = − 
 
 

 (5.19) 

其中， i 为升交点赤经，如式(5.20)所示： 

 0 °( )
180i eartht 

 =  −   (5.20) 

其中，Ω0 为在初始时刻的升交点赤经；ωearth 为地球自转角速度。 t 可以根据式

(5.15)计算。这样就计算得到椭圆轨道卫星在一个地球自转周期内经过的空间坐

标，并把这些点构成的集合记为 Γ。 

至于问题（3），在 ECEF 坐标系中每个点速度，可以根据式(5.8)和(5.9)计算。 

最后，椭圆轨道卫星在 Γ 的某个点出现的概率，可以用式(5.21)计算： 
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 ( , , )( , , )

, ( , , )

0,  
X Y Z

EO

EOEO
X Y Z

k X Y Z
VP

other positions


= 




 (5.21) 

其中，上标 EO 表示具有相同星下点轨迹的，运行在椭圆轨道上的卫星；kEO 为

与具有相同星下点轨迹的椭圆轨道卫星对应的概率常数，可以根据式(5.22)计算： 

 
( , , )( , , )

1

X Y Z

EO
EO

EO
X Y Z

nk

V

=
  (5.22) 

其中，nEO为具有相同星下点轨迹的椭圆轨道卫星的总数；
( , , )X Y Z

EOV 为椭圆轨道卫星

运行到 Γ 中的某个点时，在 ECEF 坐标系统中的速度。 

综上所述，3 颗 QZO 卫星的概率分布如图 5.2 所示。本文 QZO 卫星的轨道

偏心率设置为 0.075，轨道倾角与星下点轨迹的中心经度与北斗三号系统的 IGSO

卫星保持一致。从概率分布图可以看到，在星下点轨迹的北端，卫星出现的概率

更高。这与图 5.1 展示的北斗三号系统 IGSO 卫星的概率分布非常不一样。这是

因为：在星下点轨迹的北端，卫星正处于远地点，此时卫星运行速度比较慢，卫

星在此处出现的概率也就更大。 
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图 5.2 3 颗 QZO 卫星的观测概率分布 

5.1.4 DOPs 值与卫星可见性的计算 

当卫星出现在截止高度角之上时，便可以被用户看到。为了确保以较高的精

度估计卫星可见性与 DOPs 值，把截止高度角设置为 5°比较合适[114]。对于每一

个用户可以看到的网格，我们都计算卫星可能在这个网格出现的概率。那么，可

见卫星的数量可以通过式(5.23)计算： 

 

90 180 90 180 90 180

89 180 89 180 89 180

90 180 90 180

89 180 89 180
       

MEO L EO
ij ij ij

i j i j i j

IGSO GEO
ij ij

i j i j

N P P P

P P

=− =− =− =− =− =−

=− =− =− =−

= + + +

+

     

   
 (5.23) 



同济大学 博士学位论文 低轨卫星实现 GNSS增强若干关键技术研究 

102 

 

某颗卫星形成的观测方程可以写为[4]： 

 ( )      1x y z

X
Y

v e e e l
Z

c t









 
 
 = −
 
 
 

 (5.24) 

其中，ex，ey 和 ez 卫星-测站向量的单位向量；v 是残差； c t 是接收机钟差改正

数；l 是观测向量； X ， Y 和 Z 相对于测站初值坐标的改正值。在概率模型

中，每一个可以被观测到的网格或者空间点，都可以根据对应的卫星出现概率构

建观测方程。那么对于在地球椭球上的任意地点，法方程的系数矩阵可以写为[115]： 
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 (5.25) 

其中，D 是可被用户观测到的点或者网格。 

对根据式(5.25)计算得到的法方程进行求逆运算，便可以得到方差协方差矩

阵 Q： 

 1

Q Nbb
−

=  (5.26) 

根据 GDOP 的定义，方差协方差矩阵 Q 的迹的平方根便是 GDOP 的值。笛

卡尔空间坐标可以转换为测站坐标系中的坐标：北（N）、东（E）和高（U）。如

式(5.27)所示： 
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      =  =      
       

     

 (5.27) 

 
( )
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U E N
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= −


 (5.28) 
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其中， ( )3R L− 和 ( )2R B 是旋转矩阵，可以分别根据式(5.29)和(5.30)计算： 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

















−=
100
0cossin
0sincos

3 LL
LL

LR  (5.29) 

 ( )
( ) ( )

( ) ( ) 















−−

−−−
=−

BB

BB
BR

cos0sin
010

sin0cos

2  (5.30) 

那么法方程可以写为： 

 
T

BLh bbN S N S=  (5.31) 

再根据方差传播定律，方差协方差矩阵 QUEN可以写为： 

 1( )
T

UEN
Q S NS −=  (5.32) 

所以，根据相关定义，DOPs 值可以计算为： 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

1,1 2,2 3,3

2,2 3,3

1,1

4,4

(3,3)

(2,2)
UEN

UEN UEN UEN

UEN UEN

UEN

UEN

UEN

PDOP Q Q Q

HDOP Q Q

VDOP Q

TDOP Q

NDOP Q

EDOP Q

 = + +

 = +

 =


=


=

 =

 (5.33) 

根据式(5.33)所展示的各 DOP 值之间的关系，大地高与接收机钟差之间的关

系 ρUclk 可表示为： 

 
( )

( ) ( )
1,4

1,1 4,4
UEN

Uclk
UEN UEN

Q
Q Q

 =  (5.34) 

另外，南北方向与东西方向定位精度的比值可以表示为： 

 
( )
( )
3,3

2,2
UEN

UEN

Q
NE

Q
=  (5.35) 
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总之，根据用户在地球椭球上任意地点，所有能观测到的网格或者空间点位，

并把卫星在这些位置可能出现的概率作为权重，可以建立观测方程。GNSS+星座

的法方程可以表示为： 

 GNSS MEO L GEO IGSO EO
bb bb bb bb bb bbN N N N N N+ = + + + +  (5.36) 

其中，
MEO
bbN ，

L
bbN ，

GEO
bbN ，

IGSO
bbN 和

EO
bbN 可以参照式(5.25)计算。 

5.2 概率模型的验证 

为了对概率模型进行验证，用德国地学研究中心发布的事后精密星历与北斗

三号+QZO 仿真星座的精密星历，在全球范围内，计算 24 h 卫星可见数量的平均

值与 DOPs 值。GPS 星座与北斗三号+QZO 星座的详细信息如表 5.1 所示。 

表 5.1 GPS 星座与北斗三号+QZO 星座的详细信息[4,159,161] 

参数 北斗三号+QZO GPS 
轨道类型 MEO QZO GEO MEO 
设计数量 24 3 3 32 
轨道倾角 55° 55° 0° 55° 

轨道高度(km) 21528 38950.6 (远地点) 35786 20200 
轨道周期(s) 46404 86170.5 86170.5 43080 

 

将截止高度角设置为 5°，用概率模型计算得到的估计值与根据精密星历计

算得到的参考值如图 5.3 所示。经过统计发现，使用概率模型，对于 GPS 星座，

参考值与估计值之间差异的均方根误差统计值为 0.10；对于北斗三号+QZO 星座，

参考值与估计值之间的差异为 0.05。估计值与参考值之间的差异，在高纬度地区

稍大一些。 
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图 5.3 32 颗卫星 GPS 卫星与北斗三号（BDS-3）+QZO 星座 30 颗卫星可见数量的估计值与

参考值之间的差异（高度角设置为 5°）。图 a 表示 GPS 星座 32 颗卫星的情况；图 b 表示

北斗三号+QZO 星座的情况 

在截止高度角设置为 5°的情况下，对于 GPS 星座与北斗三号+QZO 星座估
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计 DOPs 的精度也进行了评估，统计结果如表 5.2 所示。相对于参考值，估计的

平均误差为 7.95% - 11.07%。 

表 5.2 GPS 与北斗三号+QZO 星座相对于 DOP 值的参考值估计误差的平均值，最小值和最

大值（（参考值-估计值）/参考值×100%） 

星座 
DOPs 值估计误差 (%) 

平均值. (最小值 ~ 最大值) 
 GDOP PDOP HDOP VDOP 

GPS 10.41(5.06~13.10) 9.85(4.58~12.40) 7.98(3.96~10.63) 10.33(4.64~13.03) 
北斗 3
号+QZO 10.94(6.93~16.12) 10.39(6.46~15.09) 7.95(4.44~10.55) 11.07(6.79~16.91) 

5.3 概率模型的应用 

在本节，使用概率模型评估了 GNSS 星座与 GNSS+星座的性能。首先，对

于标准北斗三号星座与 GPS 星座各自的特点与性能进行了分析；然后，将标准

的北斗三号星座中的 3 颗 IGSO 卫星替换为 3 颗 QZO 卫星，构建北斗三号+QZO

星座并对二者的性能进行分析比较；之后，使用 5 颗椭圆轨道卫星与标准的北斗

三号星座构成北斗三号+椭圆轨道卫星星座，评估椭圆轨道卫星对卫星可见性与

空间构型的改善；最后，使用概率模型对包括 GNSS 卫星+椭圆轨道卫星+低轨

卫星在内的 GNSS+星座的实用性进行评估。 

5.3.1 北斗三号与 GPS星座实用性能比较分析 

使用概率模型，从卫星可见性、DOPs 值分布、接收机钟差大地高之间的相

关程度、南北向与东西向定位精度的差异这几个方面，在全球范围内对标准的北

斗三号星座与 GPS 星座的特点以及实用性进行了评估。结果如图 5.4 所示。 

 

 

(a) 标准北斗三号星座卫星可见性 

 

(b) GPS 星座卫星可见性 
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(c) 标准北斗三号星座 GDOP 值 

 

(d) GPS 星座的 GDOP 值 

 

(e) 标准北斗三号星座 HDOP 值 

 

(f) GPS 星座的 HDOP 值 

 

(g) 标准北斗三号星座 PDOP 值 

 

(h) GPS 星座的 PDOP 值 

 

(i) 标准北斗三号星座 TDOP 值 

 

(j) GPS 星座的 TDOP 值 

 

(k) 标准北斗三号星座 VDOP 值 

 

(l) GPS 星座的 VDOP 值 
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(m) 标准北斗三号星座南北向与东西向几

何精度因子之比 

 

(n) GPS 星座南北向与东西向几何精度因

子之比 

 

(o) 标准的北斗三号星座大地高与接收机钟

差相关程度 

 

(p) GPS 星座大地高与接收机钟差相关程度 

 

图 5.4 截止高度角为 5°时，标准的北斗三号星座与 GPS 星座的：DOPs 值的估计值，南

北向与东西向定位精度之比，大地高与接收机钟差之间相关程度。 

表 5.3 标准的北斗三号星座与 GPS 星座卫星可见数量与 DOPs 值得平均值，最小值与最大

值

星座 
平均值 (最小值 – 最大值) 

可见卫星数量 GDOP HDOP PDOP TDOP VDOP 

标准北斗三号星座 

在增强区域 

13.20(11.27 

~14.86) 

1.46(1.31 

~1.61) 

0.73(0.66 

~0.80) 

1.46(1.31 

~1.61) 

0.67(0.56 

~0.74) 

1.08(0.98 

~1.21) 

标准北斗三号星座 

在全球范围 

10.48(7.69 

~14.86) 

1.68(1.31 

~1.98) 

0.78(0.66 

~0.93) 

1.68(1.31 

~1.98) 

0.73(0.54 

~0.84) 

1.29(0.98 

~1.63) 

GPS 星座在全球范 

围 

10.99(10.8 

~11.75) 

1.60(1.51 

~1.86) 

0.75(0.68 

~0.81) 

1.61(1.51 

~1.86) 

0.69(0.64 

~0.78) 

1.24(1.12 

~1.54) 

 

从图 5.4 的子图 a 与子图 b 可知，相比于标准的北斗三号星座，GPS 星座的

全球卫星可见数量，分布更为均匀，标准的北斗三号星座在亚太地区可以看到更

多卫星，在西半球观测的卫星数量更少；从图 5.4 的子图 c 至子图 l 可知，在西

半球，标准的北斗三号星座在西半球的 DOPs 值比 GPS 星座更大。值得注意的

是：对于标准的北斗三号星座与 GPS 星座，VDOP 值在高纬度地区，特别是在

南北两极地区的 VDOP 值明显比其他地区更大。这是因为：随着纬度的提高，可
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见卫星的高度角越来越低。在这种情况下，如果引入椭圆轨道卫星至 GNSS 星座

之中，将会使得在高纬度地区观测到更多的具有较高高度角的卫星，改善在垂直

方向上的空间构型分布；如图 5.4 的子图 m 和子图 n 所示，GPS 星座在南北方

向的精度因子比东西方向更大。然而，相反的是，对于标准的北斗三号星座而言，

在一些低纬度和极地地区，南北方向的精度因子更小。这是因为，GPS 星座都由

MEO 卫星构成，在 ECEF 坐标系统中，这种卫星主要在东西方向上大范围运动。

而在标准的北斗三号星座，3 颗 IGSO 卫星主要在南北方向大范围运动并且 GEO

卫星也主要在改善南北方向的空间构型贡献更大[107]；对于大地高与接收机钟差

之间的相关程度，如图 5.4 的子图 o 和子图 p 所示，在标准的北斗三号星座的增

强区域（南纬 60°至北纬 60°，东经 50°至东经 170°），北斗三号星座的大地

高与接收机钟差参数相关程度比 GPS 星座要高。这是因为 IGSO 和 GEO 卫星在

ECEF 坐标系统中飞行速度更慢，在用户上空停留时间更久。表 5.3 展示了在全

球与局域范围内，卫星可见数量与 DOPs 值的平均值，最小值和最大值。在局域

增强范围内，对于标准的北斗三号星座，平均可见卫星数量，要分别比标准北斗

三号星座和 GPS 星座在全球范围内多观测 2.7 颗。类似的，标准北斗三号星座在

局域增强区域的空间构型比在全球范围内更好。这是因为：在增强区域之外的地

区，标准北斗三号星座能被观测到的卫星比 GPS 星座更少，造成卫星可见性与

空间构型稍差。 

5.3.2 北斗三号+QZO卫星星座实用性能分析 

日本的 QZSS 系统服务区域为亚太地区，是 GPS 和 Galileo 的增强系统[162]。

QZSS星座的QZO卫星与标准的北斗三号星座中的 IGSO卫星非常类似。在ECEF

坐标系统中，他们的星下点轨迹都是“8”字形的。但不同的是：QZO 卫星的星

下点轨迹并不是南北对称的。这是因为 QZO 卫星具有更大的轨道偏心率，其偏

心率为 0.075。这样设计卫星轨道，使得卫星在日本区域上空能够以较高的高度

角被观测到并且停留时间更久。这种特性对于改善在复杂城市环境下的卫星空间

构型非常有帮助[163,164]。具体的 QZO 卫星轨道参数如表 5.4 所示。 

表 5.4 QZO 卫星轨道参数[165] 

轨道参数 设计值 

半长轴 42165 km 

轨道偏心率 0.075 
轨道倾角 41° 
近地点角距 270° 
中心经度 东经 139° 
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本节使用 3 颗 QZO 卫星替换标准北斗三号星座中的 3 颗 IGSO 卫星，构建

北斗三号+QZO 星座，以探究这两种类型的卫星在卫星可见性与 GDOP 的差异。

QZO 卫星的轨道倾角与中心经度被分别设置为 55°和东经 118°，与标准北斗

三号星座的 IGSO 卫星相应轨道参数保持一致。此时，QZO 卫星的星下点轨迹如

图 5.2 所示。北斗三号+QZO 星座的具体参数如表 5.1 所示。 

如图 5.5 所示，将 3 颗 IGSO 卫星替换为 QZO 卫星之后，在北半球的高纬

度地区，卫星可见数量与 GDOP 值都有了小幅度提升。但在其它地区，与标准的

北斗三号星座相比，卫星可见数量和 GDOP 却变差了。这是因为 QZO 卫星在椭

圆轨道上运行，当卫星在星下点轨迹北段运行时恰好在远地点，在北半球停留时

间要比在南半球大约多 2.3 小时。 

 

(a) 
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(b) 

图 5.5 在南纬 90°至北纬 90°，东经 50°至东经 170°范围内，北斗三号+QZO 星座相对

标准北斗三号星座改进率（%）。子图（a）表示北斗三号+QZO 星座卫星可见数量相对于

标准北斗三号星座改进率；子图（b）表示北斗三号+QZO 星座 GDOP 相对于标准北斗三

号星座的改进率 

5.3.3 北斗三号+椭圆轨道卫星星座实用性能分析 

尽管北斗三号与 QZSS 系统的星座，已经使用混合星座为特定地区提高可见

卫星数量，但在高纬度地区特别是两极地区，卫星的可见性仍然不理想。这是因

为：对于现有的 GNSS 星座，当测站处于高纬度地区时，能够被观测到的卫星的

高度角都比较低。如果引入能够对高纬度地区实现良好覆盖的卫星，那么在高纬

度地区的卫星空间分布便能够得到改善。比如运行在椭圆轨道的 Molniya 卫星能

够满足相关要求[94]。Molniya 卫星在 12 h 的地球同步轨道上运行，距离地面高度

为 500 km 至 40000 km，轨道倾角为 63.4°。这样的轨道倾角，即可以保证对北

半球的良好覆盖，又能使地球的非球形摄动影响最小[94]。本节所应用的 Molniya

卫星具体轨道参数如表 5.5 所示，星下点轨迹如图 5.6 所示，空间视角的 Molniya

卫星运行轨道如图 5.7 所示。 
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表 5.5 Molniya 卫星轨道参数 

轨道参数 设计值 

半长轴 42165 km 

轨道偏心率 0.740969 

轨道倾角 63.4° 

近地点角距 270° 

中心经度 118° E 

 

 

图 5.6 Molniya 卫星星下点轨迹 

 

图 5.7 空间视角的 Molniya 卫星运行轨道 
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在标准的北斗三号星座基础上，引入 5 颗 Molniya 卫星，构建北斗三号

+Molniya 星座，该星座的主要参数如表 5.6 所示。 

表 5.6 北斗三号+Molniya 星座主要参数

参数 北斗三号+Molniya 星座 

轨道类型 MEO IGSO GEO 椭圆轨道 

卫星数量 24 3 3 5 

轨道倾角 55° 55° 0° 63.4° 

轨道高度（km） 21528 35786 35786 500 - 40000 

轨道周期（s） 46404 86170.5 86170.5 43061 

 

本节在在全球范围内评估了北斗三号+Molniya 星座性能，结果如图 5.8 所

示。 

 

(a) 可见卫星数量 

 

(b) GDOP 

 

(c) HDOP 

 

(d) PDOP 

 

(e) TDOP 

 

(f) VDOP 
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(g) 南北向与东西向几何精度因子之比 

 

(h) 大地高与接收机钟差之间的相关程度 

图 5.8 全球范围内北斗三号+Molniya 星座的 DOPs 值，南北向与东西向几何精度因子之

比，大地高与接收机钟差之间的相关程度 

在引入 Molniya 卫星之后，北斗三号+Molniya 星座相对于标准北斗三号星

座在北纬 30°至北纬 90°的改进率，如表 5.7 所示。如图 5.8 和表 5.7 所示，引

入 Molniya 卫星之后，在中高纬度地区，卫星可见数量与空间分布构型得到了明

显改善。在北纬 30°至北纬 90°区域，相比于标准的北斗三号星座，卫星可见

数量平均提升了 38.76%。另外，所有的 DOPs 值都得到了改善。GDOP，PDOP，

HDOP，VDOP 和 TDOP 分别改善了 15.70%，16.65%，10.35%，16.65%和 11.52%。

然而，如图 5.8 的子图 h 所示，大地高与接收机钟差的相关程度并没有降低。而

且如图 5.8 的子图 g 和图 5.9 所示，加入 Molniya 卫星之后，在某些区域，如北

极地区和低纬度地区，南北向的精度因子比东西向要小。这可能是因为：IGSO

卫星与 Molniya 卫星主要在南北方向上飞行，对于南北方向的空间改善贡献更大。

总之，鉴于 Molniya 卫星对于中高纬度，特别高纬度地区良好的卫星可见性，一

方面可以改善在该地区的卫星空间分布情况；另一方面也可以作为播放卫星导航

增强信息的平台，为高纬度特别是极地地区提供增强服务，避免仅仅使用 GEO

提供增强服务时出现的“南墙效应”。 

表 5.7 北斗三号+Molniya 星座相对于标准北斗三号星座在北纬 30°至北纬 90°的改进率 

 
平均值 (最小值 ~ 最大值) 

 可见卫星数

量 
GDOP PDOP HDOP VDOP TDOP 

改进

率 

38.76(17.31~

50.88) 

15.70(2.30~

23.25) 

16.65(2.65~

24.96) 

10.35(4.04~

18.68) 

16.65(2.65~

24.96) 

11.52(0~2

2.73) 
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图 5.9 标准的北斗三号星座南北向与东西向几何精度因子之比 

5.3.4 GNSS+星座实用性能分析 

使用低轨卫星增强 GNSS 定位是未来极具潜力的发展趋势之一。椭圆轨道卫

星作为另一种潜在的增强方式与低轨卫星一起引入 GNSS 星座中，将会起到提

升效果值得进行探究。为此，本节加入 288 颗低轨卫星组成的极轨道星座[166]，

构建 GNSS+星座：北斗三号+低轨卫星+Molniya 卫星星座。该星座的主要参数如

表 5.8 所示。这些低轨卫星平均分布在 12 个轨道面上，轨道高度为 1000 km，空

间视图如图 5.10 所示。使用概率模型对 GNSS+星座的特点进行了研究，结果如

图 5.11 所示。 

表 5.8 GNSS+星座主要参数 

参数 GNSS+星座 

轨道类型 MEO IGSO GEO 低轨道 椭圆轨道 

卫星数量 24 3 3 288 5 

轨道倾角 55° 55° 0° 90° 63.4° 

轨道高度（km） 21528 35786 35786 1000 500~40000 

轨道周期（s） 46404 86170.5 86170.5 6307 43061 
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图 5.10 低轨卫星在空间的分布情况 

 

(a) 卫星可见数量 

 

(b) GDOP 

 

(c) HDOP 

 

(d) PDOP 

 

(e) TDOP 

 

(f) VDOP 
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(g) 南北向与东西向几何精度因子之比 

 

(h) 大地高与接收机钟差之间的相关程度 

图 5.11 在截止高度角为 5°时，GNSS+星座在全球范围内卫星可见数量，DOPs 值以及南

北向与东西向几何精度因子之比。 

如图 5.11 所示，引入大量低轨卫星之后，相比现有的 GNSS 星座，卫星空

间构型得到了明显改善。如图 5.11 的子图 a 所示，由于低轨卫星都在极轨道上

运行，在高纬度地区能够观测到大量卫星，而在低纬度地区能观测到的卫星数量

相对较少；尽管引入了大量低轨卫星，但如图 5.11 的子图 h 所示，大地高与接

收机钟差仍然具备较高的相关程度；对于南北向与东西向几何精度因子之比，对

比图 5.11 的子图 g、图 5.9 和图 5.8 的子图 g 可以发现：加入大量极轨道低轨卫

星之后，南北方向的精度因子更小。在全球范围内卫星可见数量和 DOPs 的平均

值相对于标准北斗三号星座与 GPS 星座的改进率的统计结果，如表 5.9 所示。卫

星可见数量得到了大幅提升，相对于标准北斗三号与GPS星座，分别提升了 198%

和 184%。而且 DOPs 相对于标准北斗三号与 GPS 星座分别改进了大约 40%，这

将有助于改善标准单点定位精度与加快精密单点定位收敛速度[166]。 

表 5.9 GNSS+星座在全球范围内相对于标准北斗三号与 GPS 星座改进率

星座 卫星可见数量 GDOP HDOP PDOP TDOP VDOP 

北斗三号 197.81% 42.86% 43.59% 47.62% 49.32% 41.09% 

GPS 183.99% 40.00% 41.33% 45.34% 46.38% 38.71% 

5.4 本章总结 

混合星座设计方案将会是 GNSS 星座发展趋势之一。因此，有必要研究一个

简便的方法，评估分析在实现低轨卫星增强 GNSS 过程中，不同星座设计方案的

实用性。本章将原有的概率模型进行扩展，提供了评估不同星座在全球范围内实

用性的简便方法。无需事后或者仿真的精密星历，仅需星座设计方案的基本参数。 

使用概率模型，对标准的北斗三号与 GPS 星座的特点进行了分析；对于 QZO

与 IGSO 卫星在卫星可见性与空间构型等方面的特点，进行了分析比较；重点讨
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论了椭圆轨道卫星，对于现有 GNSS 星座可能带来的提升。实验结果表明：加入

椭圆轨道卫星之后，在中高纬度地区，卫星可见数量与空间构型都得到了明显改

善；最后，对于 GNSS+星座的实用性进行了评估，分析结果表明：相比于现有

的 GNSS 星座，引入低轨与椭圆轨道卫星的 GNSS+星座具有非常明显的优势。 

本章的相关结论，对于 GNSS 星座的发展提供了初步参考与建议，为低轨卫

星实现 GNSS 增强过程中，评估星座性能提供了一种简便方法。相关结论可能有

益于 GNSS 产业未来的发展。 
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第6章 相位平滑伪距辅助三频周跳探测与修复 

随着全球导航卫星定位系统的发展，越来越多的卫星可以发送三频信号，这

将有助于整周模糊度固定和周跳探测与修复。然而，目前几乎所有三频周跳探测

与修复方法都会因伪距噪声及其多路径效应过于严重，导致周跳估值取整成功率

急剧降低，且这些算法都未考虑如何削弱其影响。而这也是低轨卫星实现 GNSS

增强过程中，所需要解决的问题。故本文针对 GPS/QZSS，北斗系统与低轨卫星

提出了一个新的多频周跳探测修复方法：用相位平滑伪距缓解伪距噪声和多路径

效应影响，以达到大幅提高周跳确定成功率目的。 

6.1 三频周跳探测与修复方法 

本文采用组合法探测修复周跳。令 a、b、c 为相位组合系数；l、m、n 为伪

距组合系数。 

伪距与载波观测方程，可以简单表示为： 

 
2

1
2 ii p

i

fP I
f

 = + +  (6.1) 

 
2

'1
2 ii i

i i

fN I
f 


 


= − − +  (6.2) 

式中，P 和 φ 分别表示伪距和载波的原始观测值；ρ 表示包含对流程延迟，卫星

接收机钟差的站星几何距离项；I 和 I’分别表示以米和周为单位的第一频点的电

离层延迟量；、N 和 f 分别表示波长，整周未知数和信号频率；
i

 和
ip 分别

表示载波和伪距的观测噪声；i 表示数据频点。 

6.1.1 三频无几何无电离层码相组合 

第一个组合，选择无几何无电离层码相组合（Geometry Free and Ionospheric 

Free，GFIF）。对于 GPS/QZSS 与北斗最优的组合如表 6.1 所示[132]。 
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表 6.1 GPS/QZSS 和 BDS 最优无几何无电离层组合 

系统 (a,b,c) l m n λ（m） 中误差（周） 

GPS/QZSS (0, 1, -1) 0.012109 0.444991 0.5429 5.8610 0.0546 

北斗 (0, -1, 1) 0.019945 0.552577 0.427478 4.8842 0.0633 

 

由式(6.1)和(6.2)可知，组合观测值的整周未知数为： 

 1 2 3
1 2 3 1 2 3

( )

abc

lP mP nPN aN bN cN a b c  


+ +
= + + = + + −  (6.3) 

对(6.3)式进行历元间差分，如(6.4)式所示。如此，可计算得到组合观测值的周跳

估值。 

 1 2 3
1 2 3 1 2 3

( )

abc

l P m P n PN a N b N c N a b c  


 +  + 
 =  +  +  =  +  +  −  (6.4) 

式中，Δ表示进行历元间一次差分。当 GPS/QZSS 与北斗伪距观测噪声为 0.3 m，

载波观测噪声为 0.01 周时，根据三频组合观测原理[131]，可得知表 6.1 中的无几

何无电离层组合均可至少以 95.5%的成功率固定组合周跳。但伪距噪声过大时，

将会导致周跳修复成功率急剧下降。当无周跳发生时，该组合观测值的周跳估值

应该在零附近小幅波动，而当基础频点的载波观测值发生周跳时，会造成组合观

测值的周跳估值发生大幅波动。所以，设定合理阈值，便可以用相应无几何无电

离层组合进行周跳探测。但只用一个组合探测周跳，存在大量不敏感周跳组合不

能被探测（如当 3 个频点周跳跳变量相等，即ΔN1=ΔN2=ΔN3 时）；而且仅有这

一个组合仍无法构建方程来计算每个频点跳变量，还需要再构造 2 个组合，以组

成 3 组线性无关组合观测值。 

6.1.2 无几何相位组合 

为了缓解伪距噪声的影响，采用逐级修复周跳的思想，利用已经修复周跳的

无几何无电离层组合，构建无几何相位组合，即： 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1

1

                              

a b c a b c a b c a b c a b c

GFIF GFIF GFIF GFIF GFIF

N I
N I

   

   

 +  +  

 +  +   (6.5) 
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2

1 1 2 3
( )

1 2 3

( / / / )
abc GFIF

f a f b f c f
af bf cf


+ +

=
+ +

 (6.6) 

式中，βabc(GFIF)为相位组合（a，b，c）电离层延迟放大系数；ΔI1（单位：m）

为第一频点历元间电离层延迟变化量；其余符号意义与前文保持一致。可根据下

式对无几何相位组合观测值跳变量进行估计： 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1
2 2 2

2 2 2

( - )GFIF GFIF GFIF GFIF a b c a b c GFIF a b c
a b c

a b c

N IN       



 +  −  + 
   (6.7) 

本文选择的相位组合系数如表 6.2 所示[167]。 

表 6.2 GPS/QZSS 和 BDS 相位无几何组合系数 

系统 相位组合系数(a,b,c) 

GPS/QZSS （1，-2，1） 

北斗 （1，0，-1） 

6.1.3 无几何码相组合 

为了构造 3 个线性无关的组合，第 3 个组合系数之和不为零。为消除几何相

关项，本文构建无几何码相组合[138,139]。根据载波和码伪距观测值，采用下式估

计组合观测值跳变量： 

 , ' lmn

abc

Plmn
abc abc lmn abc

abc abc

P K I N 


 

 
 − = −  + + +  (6.8) 

 ,
abc lmn

ijk lmn
ijk

K  



+
=  (6.9) 

式中，K 为组合后的电离层延迟历元间变化放大系数。为了使组合观测值噪声尽

可能小，令 l = m = n = 1/3[168]。为了减小电离层放大系数，令|a+b+c| = 1[139]，同

样该组合也会严重受到伪距噪声和多路径效应影响。本文选择的无几何码相组合

系数如表 6.3 所示[169]。 

表 6.3 GPS/QZSS 和 BDS 无几何码相组合系数 

系统 (a,b,c) l m n 

GPS/QZSS (-3,3,1) 1/3 1/3 1/3 
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续表 

系统 (a,b,c) l m n 

北斗 (-3,2,2) 1/3 1/3 1/3 

 

根据 GPS/QZSS 和北斗信号特点得到的最优组合如表 6.4 所示。周跳探测的

阈值是经过反复实验得到的。所谓最优，指的是得到 3 个线性无关组合观测值，

在组合观测值波长足够长的情况下，构造条件数尽可能小的稳定方程，兼顾数值

稳定性，而不是仅仅考虑令组合观测值的方差最小[167]。 

表 6.4 GPS/QZSS 和 BDS 最优组合系数及阈值 

系统 组合 (a,b,c) l m n 阈值 

GPS/QZSS 

GFIF (0,1,-1) 0.012109 0.444991 0.5429 0.36 

无几何相位组合 (1,-2,1)    0.65 

无几何码相组合 (-3,3,1)    0.68 

BDS 

GFIF (0,-1,1) 0.019945 0.552577 0.427478 0.36 

无几何相位组合 (1,0,-1)    0.65 

无几何码相组合 (-3,2,2)    0.68 

6.1.4 周跳修复 

根据组合观测值与基础载波观测值之间的关系，可构造如下分别适用于 GPS 

/QZSS 和北斗信号的方程[169]： 

 
1 1 1 1

/ 2 2 2 2

33 3 3

 0   1  -1
 1  -2   1
-3   3   1

a b c

GPS QZSS a b c

a b c
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 

 
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 (6.10) 
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北斗  (6.11) 

以上方程系数阵能避免复杂空间搜索方法，直接矩阵求逆 x = H-1y，即可计

算每个基础频点的跳变量[139,141]。 
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6.1.5 伪距观测值噪声对周跳修复的影响 

相关文献已经指出：组合观测值的噪声对周跳确定成功率有显著影响[138,139]，

如图 6.1 所示。随着组合观测值噪声的增大，成功率将会急剧下降。而相关文献

研究结果表明：北斗的 GEO 卫星受多路径影响比较严重[170]。因此，若能削弱观

测噪声和多路径的影响，将有效提高周跳估值取整成功率。 

假设不同频点载波相位和伪距观测量之间是互不相关的，其历元之间也不相

关，则根据误差传播律，可得码相组合观测值标准差是 σΔNabc 为： 

 2 2 2 2 2 2 2 2 22 ( ) 2 ( ) /
abcN p abca b c l m n    =  + + +  + +  (6.12) 

相位组合的标准差为： 

 
1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1

2
1 1 1

2 ( )
a b c

GFIF
N

a b c

a b c 





+  + +
=  (6.13) 

 

图 6.1 组合观测值方差与周跳估计值取整成功率关系 

周跳确定成功率可以反映观测噪声对于周跳修复的影响[139]。由组合观测值

周跳浮点值通过直接取整获得正确周跳固定值的概率为[171]： 
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 12 (0.5 ) 1NabcP 
−=  −  (6.14) 

 21 1( ) exp( )
22

x
x z dz

−
 = −  (6.15) 

由(6.14)和(6.15)可知，当组合观测值标准差越小时，取整成功率就越高。而伪距

观测值的噪声及其多路径效应影响，远比载波相位观测值更为显著。因此，如果

能够削弱伪距观测值噪声及其多路径效应的影响，将大幅提高周跳估值取整成功

率。 

当 GPS/QZSS 伪距噪声为 3 m 时，经过相位平滑后伪距噪声降为 0.6 m[138]，

假设载波观测值噪声为 0.01 周。根据上述理论计算平滑前后各组合周跳固定成

功率如表 6.5 所示。平滑前最终的固定成功率为：67.444%×95.055%×35.406% 

= 22.698%，而平滑后的最终固定成功率为：99.999%×99.99%×97.313% = 

97.311%。由此可见，通过相位平滑伪距抑制伪距噪声和多路径，可以大幅提高

周跳探测修复成功率[169]。 

表 6.5  GPS/QZSS 平滑前后周跳估值固定成功率对比 

组合 平滑前 平滑后 

GFIF 67.444% 99.999% 

相位组合 95.055% 99.999% 

码相组合 35.406% 97.313% 

6.2 相位平滑伪距方法 

以上讨论了伪距观测值的噪声可以通过相位平滑的方法降低，以达到提高周

跳探测修复成功率的目的。现在探讨具体的相位平滑伪距方法。 

GNSS 的相位观测噪声通常仅为伪距观测噪声的 1/100 且相位所受多路径影

响不会超过其波长的 0.25 倍[172,173]，而伪距所受多路径影响却可能达到十几米至

数十米[1]。因此，使用相位平滑伪距方法可大幅缓解观测噪声和多路径效应对伪

距观测值影响，既能提高伪距单点定位精度[173,174]又可加快精密单点定位收敛速

度。Hatch 滤波方法[175]，是最早的相位平滑伪距算法，被广泛应用于 GNSS 数据

处理领域。本文采用基于 Hatch 滤波改进的 Divergence-Free 滤波[174]，对伪距观

测值进行平滑去噪。Hatch 滤波只能双频相位平滑双频伪距观测值 [173]，而

Divergence-Free 滤波可以实现双频相位观测值平滑单频伪距观测值。单频相位平



第 6章 相位平滑伪距辅助三频周跳探测与修复 

125 

 

滑伪距方法受平滑窗口长度限制[173]，而采用 Divergence-Free 滤波和 Hatch 滤波

时，只要载波观测值未发生周跳或者周跳被及时正确修复，就可以一直平滑[174]。 

6.2.1 Hatch滤波 

伪距可以用载波观测值平滑。Hatch 滤波的算法为[175]： 

 

1 1ˆ ˆ( ) ( ) [ ( 1) ( ) ( 1) ]

1 1ˆ        ( ) [ ( 1) ( 1) ] [ ( ) ( ) ]

IF IF IF IF IF IF IF

IF IF IF IF IF IF IF IF

nP k P k P k k k
n n

nk P k k P k k
n n

   

     

−
= + − + − −

−
= + − − − + −

 (6.16) 

其中，k 表示当前观测的是第几个历元；设 N 为平滑窗口长度，n 表示当前处理

的历元在平滑窗口中是第几个， ˆ ( )IFP k 表示平滑之后的伪距观测值，IF 表示形成

消电离层组合。其他参数意义与本章前文保持一致。发生周跳时该算法需重新进

行初始化。第 1 个历元的伪距观测值被当作该算法的初始平滑值，即： 

 ˆ (1) (1)IF IFP P=  (6.17) 

6.2.2 Divergence Free滤波 

由于电离层对伪距和载波观测值传播有相反的作用，所以当伪距观测值与相

位观测值相减时，电离层延迟会被放大 2 倍。伪距减相位观测观测方程，即式

(6.1)减式(6.2)，可得： 

 
2

1
2- 2

i ii i i i i p i
i

fP I N
f    = − + −  (6.18) 

由式(6.18)可见，电离层延迟被放大 2 倍。这种现象被称之为码相偏差影响

（Code-carrier Divergence Effect，CDE）[174]。通过使用双频载波观测数据，可令

平滑后的伪距观测值电离层延迟 1 阶项保持不变，以平滑第 1 频点伪距观测值为

例，即： 

 1 1 1 1 1 1 2 22 ( )DF     = + −  (6.19) 

 
2

2
1 2 2

1 2

f
f f

 =
−

 (6.20) 
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式中，φ1DF 为双频载波组合之后的载波观测值。用相应历元的 φ1DF 取代式(6.16)

中相应历元的 ( )IF IFk  ， ( )iP k 取代式中相应历元的 ( )IFP k 。可得到不受 CDE 影

响的平滑伪距值，以此避免平滑窗口长度的限制，即： 

 
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1ˆ ˆ( ) ( ) [ ( 1) ( ) ( 1)]

1 1ˆ        ( ) [ ( 1) ( 1)] [ ( ) ( )]

DF DF

DF DF DF

nP k P k P k k k
n n

nk P k k P k k
n n

 

  

−
= + − + − −

−
= + − − − + −

 (6.21) 

式(6.21)被称之为 Divergence-Free 滤波[174]。在观测数据采样率较高的情况

下，历元间载波差分观测值近似相等。因此，如果当前历元之前的 2 个历元相位

观测值已经被正确修复周跳或者未发生周跳，则可用这 2 个历元的相位观测值平

滑当前历元伪距观测值，再形成线性组合观测值进行周跳探测修复。当前历元的

载波观测值被正确修复周跳后，又可以用于平滑下个历元伪距观测值。 

6.2.3 Hacth 与 Divergence-Free滤波收敛性分析 

与单频相位平滑算法不同，Hatch 滤波算法消除了一阶电离层影响，而 

Divergence-Free 滤波不受 CDE 现象影响。因此，对于这 2 种滤波算法而言，只

要载波观测值没有发生周跳或者周跳被及时修复，便可以一直平滑，不受平滑窗

口长度限制。 

为方便分析相位平滑伪距算法精度，将 Hatch 相位平滑伪距算法写成非递推

形式[172]，即： 

 
1

1ˆ ( ) ( ) [ ( ) ( )]
d

IF IF IF IF
j

P k L k P j L j
d =

= + −  (6.22) 

假设码和载波观测值互相独立，不同历元同一类型观测量之间也互相独立，

且历元之间观测值精度相同，则根据误差传播定律，经过 Hatch 滤波平滑后的伪

距方差为： 

 2 2 2 2
ˆ ( )

1 ( )
L IF IFIFIF P LP k d

   = + −  (6.23) 

式中， 2
ˆ ( )IFP k 为经过 Hatch 滤波平滑后的伪距方差； 2

IFP 为原始伪距消电离层组

合观测值方差；d 表示在平滑窗口中当前处理的第几个历元； 2
IFL 为原始载波消

电离层组合观测值方差。对式(6.23)取极限，可得： 
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2 2
ˆ ( )lim

LIFIFP kn
 

→
=  (6.24) 

由式(6.24)可以得出结论，不受周跳影响时，Hatch 滤波可一直平滑，达到一

定程度后，平滑后的伪距精度与消电离层载波组合观测精度相当。 

以第 1 频点伪距观测值为例，经过 Divergence-Free 滤波平滑后的伪距观测

值方差的极限为[169]： 

 1 11

1

2
2 2 2 21
ˆ 1( )

2

21 1lim (1 2 )

20.114

PP kn n n n




   



→
= + + + +



 (6.25) 

根据式(6.24)和式(6.25)可得到 Hatch 和 Divergence-Free 滤波平滑伪距精度

对比图。 

 

图 6.2 Hatch 与 Divergence-Free 滤波平滑伪距观测噪声收敛情况对比 

本章采用周跳探测修复和 Divergence-Free 滤波相结合的方法，既缓解伪距

噪声和多路径效应对周跳探测修复的影响，又避免周跳发生时相位平滑伪距算法

需要重新初始化的问题。 
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6.3 计算分析 

本文用 IGS（International GNSS Service，IGS）站实测的 GPS/QZSS、北斗

三频数据与仿真的低轨卫星三频观测数据验证算法。所采集真实观测数据如表

6.6 所示，采样率为 1 s。2013 年 3 月 17 日有大规模磁暴发生[132]，TEC 变化活

跃，基于这一天的电离层格网文件，采用 GIM 模型计算发现，该天 07：00：00

到 19：00：00 TEC 数值较大。因此，采用 GPS 的 G24 卫星从 15：00：00 - 20：

00：00 的 L1、L2、L5 频点观测值数据检测本文方法在强电离层条件下的周跳探

测与修复能力。其他测站观测数据用于分别检验本方法对 QZSS 和北斗不同轨道

类型卫星周跳探测修复能力。在 3 个频点分别加入周跳值 q，w，e 记为（q，w，

e）。然后，对每个测站相应卫星观测值，每 5 个历元人为加入周跳，具体如（0，

0，1），（0，0，2），…，（14，14，15），总共人为加入 3375 组周跳。考虑到暂

时没有公开的低轨卫星观测数据，本文参考低轨卫星观测数据的仿真方法[45,103]，

仿真了低轨卫星 L001 在 NTUS 测站的观测数据。该卫星的具体轨道参数如表 6.7

所示。仿真观测数据的采样率为 10 Hz，时间长度为 19 分 19 秒。仿真低轨卫星

观测数据时，所采用的信号频率与 GPS 保持一致。由于低轨卫星可见时间较短，

每 4 个历元人为加入周跳，具体如（0，0，1），（0，0，2），…，（10，10，10），

总共 1210 组周跳。 

表 6.6 观测数据情况 

测站 卫星 轨道类型 接收机类型 观测时间 

AIRA(日本) J01 IGSO Trimble NetR9 2017.04.20 

AIRA(日本) G08 MEO Trimble NetR9 2017.08.17 

WZTR(德国) G24 MEO LEICA GRX1200+GNSS 2013.03.17 

KNZ2(俄罗斯) 

C06 GEO 

Trimble NetR9 

2017.07.20 

C08 IGSO 2017.07.20 

C12 MEO 2017.07.20 

表 6.7 低轨卫星 L001 轨道参数 

轨道参数 数值 

半长轴 7678.14 km 

偏心率 0 

轨道倾角 90° 

近地点角距 0° 
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续表 

轨道参数 数值 

升交点赤经 105° 

真近点角 47.5° 

6.3.1 数据处理流程 

数据处理流程如图 6.3 所示。首先，读取三频观测数据，如果是第 3 个历元

及以后的观测数据，则先用之前修复了周跳的相位数据结合 Divergence-Free 滤

波算法，平滑当前历元每个频点伪距观测值，再形成线性组合观测值；如果不是

则直接形成组合观测值。然后，判断当前历元是否有周跳发生，没发生周跳则判

断当前历元是否为最后历元；如果有周跳发生则列方程计算每个频点跳变量，修

复载波观测值，并再次检测周跳是否发生，即判断周跳是否修复正确，若错误则

放弃修复，若正确，则用当前历元和上个历元载波观测数据，进行正常相位平滑

伪距，并判断是否是最后一个历元；如果是最后历元则数据处理完毕，否则再重

复上述过程，直到所有历元数据处理完毕。 
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图 6.3 数据处理流程图 

6.3.2 周跳探测修复结果 

WTZR 测站 G24 卫星的周跳探测量时间序列如图 6.4 所示。其他测站卫星

开始

读取数据

第3历元及以后

前2历元载波数据
平滑伪距

计算每个频点跳变量

发生周跳

最后历元

结束

下一个历元

形成组合观
测值

是

是

否

是

否

组成方程
修复载波观测值

正常相位平滑伪距

发生周跳

否

放弃修复是

否
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情况与此类似，所有人为加入的周跳都被正确探测。 

 

（a）GFIF 

 

（b）（1，-2，1） 
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（c）（-3，3，1） 

图 6.4 WTZR G24 所有周跳探测量时间变化序列。（a）GFIF（b）(1,-2,1）（c）(-3,3,1) 

为更直观展示相位平滑伪距抑制伪距噪声和多路径效应之后，对周跳修复的

提升效果，图 6.5 用直方图的形式展示了 AIRA J01 卫星观测数据平滑与不平滑

时周跳浮点值与真值之间的差值。经过统计，未平滑时 3 个频点周跳浮点值与真

值在-0.5 – 0.5 区间的比率分别为 83.41%、89.51%、93.75%，而平滑后比率分别

提高至 99.91%、99.94%和 99.94%。图 6.6 展示了低轨卫星，在平滑与未平滑的

情况下，计算得到的周跳浮点值与固定值之间差距的时间序列图。很明显，伪距

观测值经过平滑去噪之后，周跳浮点值与真实值更为接近。这些结果表明：在对

伪距进行平滑降噪之后，周跳浮点值与真值的差值大幅减小，即受到的伪距噪声

和多路径的影响越小，周跳确定成功率就越高。 
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（a）L1 频点 

 

（b）L2 频点 
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（c）L5 频点 

图 6.5 AIRA J01 平滑前后周跳浮点值与真值差距对比 
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图 6.6 低轨卫星平滑前后周跳浮点值与真值差距时间序列 
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表 6.8 和表 6.9 为 AIRA 测站对 QZSS J01 卫星部分历元分为平滑和不平滑 2

种方式修复周跳的结果。从中可以看到：经过相位平滑伪距后，可不同程度缩小

跳变量浮点值与真值之间的差值，也即缓解了伪距观测噪声和多路径效应对周跳

修复的影响。经统计发现，相关文献算法的不敏感周跳组合[5，4，4][176]，修复

失败的周跳组合[1，1，1][136]，在本实验中所有卫星数据中的周跳，均被正确探

测修复。 

表 6.8 AIRA J01 周跳探测修复结果（未平滑，部分） 

历元 周跳浮点值/周跳固定值(L1 L2 L5) 固定值减浮点值(L1 L2 L5) 

35 -0.972164/0 -0.844912/0 6.282125/7 0.972164 0.844912 0.717875 

50 0.727314/0 0.640772/0 10.534015/10 -0.727314 -0.640772 -0.534015 

7805 6.73635/6 14.626649/14 1.538253/1 -0.736350 -0.626649 -0.538253 

780 7.542498/7 0.459355/0 1.404499/1 -0.542498 -0.459355 -0.404499 

16580 13.352482/14 10.461344/11 0.524476/1 0.647518 0.538656 0.475524 

16765 12.796851/14 11.971721/13 7.112624/8 1.203149 1.028279 0.887376 

表 6.9 AIRA J01 周跳探测修复结果（平滑，部分） 

历元 周跳浮点值/周跳固定值(L1 L2 L5) 固定值减浮点值(L1 L2 L5) 

35 -0.000298/0 0.004586/0 7.009254/7 0.000298 -0.004586 -0.009254 

50 0.015081/0 0.028035/0 10.020773/10 -0.015081 -0.028035 -0.020773 

7805 6.10343/6 14.078762/14 1.075399/1 -0.10343 -0.078762 -0.075399 

7880 5.950894/6 12.970823/13 14.963658/15 0.049106 0.029177 0.036342 

16580 13.882467/14 10.921867/11 0.915538/1 0.117533 0.078133 0.084462 

16765 13.890845/14 12.922437/13 7.920061/8 0.109155 0.077563 0.079939 

 

表 6.10 统计了周跳浮点值与真值之间 RMS 误差统计值。从表中可以看到，

经过相位平滑伪距之后，J01 和 G08 卫星的差异最显著，对于北斗 C06、C08 和

C12 卫星也有一定程度改善。对于 GPS/QZSS 卫星三个频点 L1、L2、L5 采用相

位平滑伪距方法，RMS 误差平均分别降低了 40.389%、40.758%和 40.023%；对

于北斗卫星三个频点 B1、B2、B3，RMS 误差平均分别降低了 12.083%、14.290%

和18.781%；对于低轨卫星RMS误差平均分别降低了 74.31%、74.11%和74.11%。 
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表 6.10 平滑前后各测站对应卫星周跳浮点值与固定值差异对比（RMS） 

测站 卫星 轨道类型 
RMS (L1(B1)/L2(B2)/L5(B3)) 单位：周 

平滑前 平滑后 

AIRA J01 IGSO 0.373 0.319 0.275 0.114 0.085 0.088 

AIRA G08 MEO 0.574 0.486 0.409 0.157 0.116 0.120 

WTZR G24 MEO 0.196 0.147 0.156 0.237 0.187 0.185 

KZN2 

C06 GEO 0.329 0.261 0.270 0.280 0.217 0.206 

C08 IGSO 0.310 0.247 0.256 0.263 0.203 0.194 

C12 MEO 0.226 0.183 0.190 0.212 0.168 0.174 

NTUS L001 低轨 0.521 0.451 0.382 0.134 0.117 0.099 

 

对平滑前与平滑后发生的周跳误修复次数统计如表 6.11 所示。从表中可以

看到，相位平滑伪距大幅缓解了伪距观测噪声和多路径效应的影响，周跳误修复

的次数较未平滑时大幅降低。WTZR 测站 1 Hz 观测数据受到电离层延迟影响严

重，2013 年 3 月 17 日有大规模磁暴发生，TEC 变化活跃，但使用本文算法仍然

可以正确探测修复人为加入的周跳。这说明在电离层活跃期间，对于中、高轨卫

星不低于 1 Hz 的观测数据，本文算法仍然有效。 

表 6.11 周跳误修复次数统计 

测站 卫星 轨道类型 
误修复次数 单位：次 

平滑前 平滑后 

AIRA J01 IGSO 0 0 

AIRA G08 MEO 25 0 

WTZR G24 MEO 0 0 

NTUS L001 低轨 1 0 

KZN2 

C06 GEO 1 0 

C08 IGSO 3 0 

C12 MEO 1 1 

6.4 本章总结 

采用相位平滑伪距辅助多频周跳探测与修复的算法，大幅提高了伪距噪声和

多路径效应较严重时修复周跳的成功率。经过相位平滑伪距后，无论是
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GPS/QZSS、北斗、还是低轨卫星，解算得到周跳浮点值与真值之间的差异均方

根误差都得到了明显降低。利用电离层活跃期间的数据分析表明，本文算法对于

采样频率高于 1 Hz 数据也能够正确地进行周跳探测与修复。对于更低频率，在

电离层变化剧烈的情况下，在历元间观测值进行差分的误差消除的效果比高频数

据消除的效果差，周跳探测与修复效果也将变差。此外，对于超高动态载体，由

于其运动速度快，环境变化剧烈，该方法的实用性需要进一步研究。 
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第7章 结论与展望 

7.1 结论 

低轨卫星增强 GNSS 是未来卫星导航产业，极具潜力的发展方向之一。但该

项技术目前仍然处于理论论证阶段，许多具体技术问题还需要深入研究。本文对

于在实现低轨卫星增强 GNSS 过程中，可能遇到的若干关键技术问题进行了讨

论。重点研究了低轨卫星的广播星历设计问题。针对低轨卫星的运行特性，提出

了两种可能的解决方案。此外，还提出了扩展的概率模型，以适用于在全球范围

内，方便快捷地评估包括高、中、低和椭圆轨道卫星在内的星座设计方案的评估；

尝试使用相位平滑伪距方法对观测值进行去噪，并使用高、中、低轨卫星的观测

值对该进行验证。具体研究成果及结论如下： 

（1） 对广播星历的参数拟合过程中的关键问题进行分析，提出并验证了一种方

便简单的广播星历参数拟合策略。本文提出采用数值导数法计算每个广播

星历参数的偏导数，以避免解析法计算偏导数的复杂推导过程。在估计参

数时，为了缓解法方程病态造成的影响，采用基于 QR 分解的迭代计算方

法估计参数。使用德国地学研究中心发布的事后精密星历，对本文提出的

星历拟合策略进行验证，结果表明采用数值导数法计算偏导数并不会造成

拟合精度的损失；使用基于 QR 分解的迭代方法拟合参数时，相比于最小

二乘方法，可以明显减少迭代次数，提高拟合精度，也即缓解了法方程病

态造成的影响； 

（2） 针对使用轨道根数型广播星历存在的奇异问题，本文考虑使用无奇点轨道

根数设计适合于低轨卫星的广播星历。分别基于第一类无奇点、第二类无

奇点和基于第二类无奇点改进轨道根数，为低轨卫星设计广播星历。利用

仿真与真实的精密星历，拟合这几种广播星历。在轨道偏心率，轨道倾角，

轨道高度以及拟合时间长度这几个方面，对轨道根数型广播星历进行测试。

实验结果发现：基于第一类无奇点设计的广播星历，虽然可以解决小轨道

偏心率引起的奇异问题，但是当轨道倾角比较小时，仍然存在奇异问题，

造成星历参数拟合失败或者拟合误差过大；与此相反的是，对于基于第二

类无奇点设计的广播星历，能够同时解决小偏心率与小轨道倾角引起的奇

异问题。然而，当轨道倾角较大时仍然会因为奇异问题，而无法成功拟合

参数；针对以上问题，本文采用基于第二类无奇点改进的轨道根数设计广
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播星历，解决了上述两类无奇点轨道存在的奇异问题。使用仿真的与真实

的低轨卫星精密轨道数据进行测试，本文基于改进的第二类无奇点轨道根

数设计的广播星历方案，对于 600 km 至 1400 km 轨道高度的低轨卫星，

当拟合时间长度为 20 min 时，均满足了相关设计要求； 

（3） 鉴于轨道根数类型广播星历存在的奇点问题，考虑到矢量积分型广播星历，

具有良好的无奇异特性。本文试图从另一个角度设计低轨卫星广播星历。

针对低轨卫星运行特点，以标准的 GLONASS 广播星历模型为基础，设计

了适用于低轨卫星的广播星历。并从积分方法，积分步长，轨道倾角，轨

道偏心率与轨道高度这几个方面，对本文提出的设计方案进行测试。同样

经过仿真的与真实低轨卫星精密轨道测试，对于 600 km 至 1400 km 轨道

高度的低轨卫星，当拟合时间长度为 20 min 时，均满足了相关设计标准； 

（4） 本文对于轨道根数型与矢量积分型广播星历进行了比较分析。即使采用了

基于第二类无奇点改进轨道根数设计广播星历，但这种轨道根数的广播星

历的无奇点特性，仍然不如矢量积分型广播星历。笔者采用同样的广播星

历拟合策略，虽然矢量积分型广播星历需要拟合更多的广播星历参数，但

其所需迭代次数仍然要比轨道根数型广播星历少。通常，轨道根数型广播

星历平均需要拟合 7 至 8 次，才能收敛。但矢量积分型广播星历仅需拟合

3 至 4 次，便可收敛。矢量积分型广播星历不适合长时间的轨道运动学描

述，而轨道根数型广播星历在长时间卫星轨道描述方面更具优势。此外，

轨道根数类型广播星历，容易受到轨道偏心率的影响。当轨道偏心率较大

时，轨道根数型广播拟合精度急剧下降，但是矢量积分型广播星历拟合精

度依旧相对稳定； 

（5） 考虑到目前的 GNSS 系统，在高纬度地区卫星空间分布状态不佳的问题。

提出尝试将处于椭圆轨道的 Molniya 卫星引入 GNSS 系统并与低轨卫星

一起组成 GNSS+星座。在实现低轨卫星增强 GNSS 过程中，星座设计方

案的评估是非常重要的环节之一。传统的方法，需要真实的或者经过复杂

计算的仿真精密星历。本文对传统的概率模型进行优化，提出了扩展的概

率模型，使其适用于椭圆轨道卫星。概率模型仅需一些基本的星座设计参

数，便可在全球范围内评估某个星座设计方案的可见性、DOP 值分布、大

地高与接收机钟差相关程度等性能指标。采用精密星历验证了概率模型可

靠性。通过概率模型，本文对北斗三号与 GPS 的星座性能进行了比较分

析；对椭圆轨道卫星，在未来的 GNSS 系统中起到的作用，进行了分析；

最后，对低轨卫星、椭圆轨道卫星与北斗三号星座组成的 GNSS+星座的

实用性能进行了具有前瞻性的分析； 
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（6） 多频信号是 GNSS 现代化的重要方向之一。相关研究表明，多频信号有助

于加快精密单点定位收敛速度并提高模糊度固定成功率。周跳问题是多频

信号预处理的重要问题之一。同时，在实现低轨卫星增强 GNSS 的过程

中，低轨卫星的周跳问题尚缺少讨论。本文考虑到目前的周跳探测修复算

法，鲜有尝试通过伪距观测值降噪的方式，提升周跳探测修复成功率。因

此，本文提出使用相位平滑伪距方法，对伪距观测值去噪，以达到提升周

跳探测修复成功率的目的。分析了 Hatch 与 Divergence-Free 这两种相位

平滑伪距方式的特点，Divergence-Free 滤波可以实现双频相位平滑单频伪

距，适合应用在周跳探测修复算法中。使用真实的 GPS、QZSS 与北斗卫

星的观测数据和仿真的低轨卫星对地观测数据，对本方法进行验证。实验

结果表明：采用相位平滑伪距方法之后，能缓解伪距噪声及其多路径效应

的影响，有效提高周跳探测修复成功率。 

7.2 进一步工作方向 

针对现有的研究状态，在未来的工作中仍然有许多问题需要解决，笔者深刻

意识到本文的研究还有诸多方面应该完善，需要进一步研究： 

（1） 考虑到椭圆轨道卫星在未来可能起到的重要作用，应针对其运行特点，设

计相适合的广播星历。并尝试将高、中、低与椭圆轨道卫星的广播星历模

型实现统一； 

（2） 基于GEO卫星的信息域星基增强系统，无法覆盖南北纬 72°以上的区域，

但高纬度地区对于增强服务的需求也越来越强烈。因此，考虑研究基于椭

圆轨道卫星构建信息域的星基增强系统； 

（3） 由于低轨卫星增强 GNSS 尚在理论验证阶段，许多细节问题还缺乏讨论。

其中，对于周跳问题还需要进一步研究。由于低轨卫星运行速度快，单位

时间内在空中划过的轨迹更长，更容易受到电离层影响，因此传统的周跳

探测修复方法可能会失效。而本文提出的方法，也因此而受限于数据采样

率的问题。而且，周跳探测阈值应考虑卫星高度角的影响，本文的方法需

要改进。为此，在今后的研究工作中，重点研究如何避免电离层延迟对于

低轨卫星周跳探测问题的影响；阈值如何自适应卫星高度角。同时，也有

学者提出低轨卫星可能会使用 S 或者 C 波段信号提供导航服务，在新的

信号体制下应该如何进行周跳探测修复也应进行深入研究。此外，考虑到

低轨卫星观测值多普勒效应比较显著，应考虑将多普勒观测值应用于辅助
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多频周跳探测修复； 

（4） 为了解决拟合轨道根数型广播时，奇异问题造成的拟合失败问题，本文进

行了相关讨论。岭估计方法也是解决病态方程的有效策略之一，在后续研

究中，将会探讨能否在仍然使用经典开普勒轨道根数的前提下，采用岭估

计方法解决奇异问题； 

（5） 由于大椭圆轨道卫星在运行过程中轨道高度变化大，其星载接收机在一定

条件下可以同时接收高、中、低轨卫星的观测数据，可形成大量的掩星事

件。这对于电离层建模、水汽反演等研究可能起到的作用，值得尝试进行

研究。此外，在考虑将大椭圆轨道卫星加入导航星座时，应进一步考虑其

导航信号设计问题。由于轨道轨道偏心率较大，卫星处于近地点 500 km

和远地点 40000 km 时信号强度与波束角都存在明显不同，动力学特征也

存在较大差异，要特别考虑卫星下行信号的落地电平功率的影响； 

（6） 深空探测将会是未来空间信息科学的研究热点之一。月球与地球的航天器

往返也会越来越频繁。现存的 GNSS 系统，也应从仅为地球提供 PNT 服

务扩展至向月球-地球系统。现在，也有学者研究如何使用 Galileo 系统，

为月球上运行的探测器提供导航服务。如何为月球-地球系统设计合适的

导航星座也是未来需要仔细研究的。同时，对于概率模型还需要进一步扩

展，以适合于评估月球-地球卫星导航星座的性能； 

（7） 广播星历的误差源主要来自：预报星历存在误差、拟合广播星历参数时造

成的误差与数据截断误差。本文重点研究了如何设计适合的低轨卫星广播

星历模型，以尽可能减少拟合误差。低轨卫星精密轨道预报应该采取哪些

策略，如何为低轨卫星设计广播星历电文结构也是实现低轨卫星增强

GNSS 过程中需要仔细研究的问题。预报与拟合广播星历过程中，在不同

坐标系是否有差异也应该仔细探讨。考虑到为解决这 2 个问题所涉及的相

关理论问题比较复杂，内容较多，在今后的研究工作中将会进行系统研究。 
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