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２维弦论中的黑洞的熵

沈 有 根
（中国科学院上海天文台，上海 ２０００３０）

提 要

在２维弦论黑洞背景时空中求解了具有ｔＨｏｏｆｔ的边界条件和“准周期”边界条件的 Ｋｌｅｉｎ Ｇｏｒ
ｄｏｎ方程和 Ｄｉｒａｃ方程，分别计算了相应的玻色子熵和费米子熵，发现它们具有同一发散形式，两者
仅相差一个系数。

主题词：弦论 — ２维黑洞 — 费米子熵 — 玻色子熵
分类号：Ｐ１４５．８

１ 引 言

众所周知，物理学中的熵可以由在热力学意义上和依据态的计算两种方式描述。在黑洞

的热力学传统描述中，一个黑洞事件视界面积被解释成黑洞的热力学熵形式，而视界上表面引

力正比于Ｈａｗｋｉｎｇ温度，经典黑洞的Ｂｅｋｅｎｓｔｅｉｎ Ｈａｗｋｉｎｇ熵与视界面积成比例，且满足所有热
力学定律。起源于黑洞背景时空中的物质场的量子涨落是黑洞物理中的一个有趣问题，ｔ
Ｈｏｏｆｔ利用砖墙模型计算了一个Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ黑洞的标量粒子态的数目［１］，他发现了关于 Ｈａｒｔｌｅ
Ｈａｗｋｉｎｇ温度的量子标量的涨落，给出了导致对熵的单圈贡献的关系式：

Ｓｑｓｃｈ ＝
８π３
４５
（ＺＭ）４

ｈβ
２，

这里β是Ｈａｗｋｉｎｇ温度的倒数，而 ｈ是一截断，Ｓ
ｑ
ｓｃｈ被认为是一几何特征量

Ａｈ
４８πε２

，ε系紫外截

断，ε
２＝１５２δ

２，而δ＝２ ｒＨ·槡 ｈ是从视界ｒＨ到ｒＨ＋ｈ的固有距离。在 ｔＨｏｏｆｔ所采用的砖墙

模型对Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ黑洞熵的量子修正研究中［２］，存在有一个对数发散项 ｌｏｇ（Λ
ε
），这里Λ是

红外截断。而Ｓｅｌｏｄｕｋｈｉｎ由标量物质的单圈有效作用出发，利用Ｇｉｂｂｏｎｓ Ｈａｗｋｉｎｇ的欧氏路径

积分方法，在研究Ｓｅｌｏｄｕｋｈｉｎ黑洞熵的量子修正中，也存在这一个对数发散项 ｌｏｇ（Λ
ε
）。发散

项出现在熵中是因为出现在视界上的态有无穷多个。在量子力学中几何熵满足如下假定，若

粒子是服从玻色———爱因斯坦统计的标量玻色子，这样的熵在习惯上称为玻色子熵。若几何
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熵是由计算费米子态来确定的话，则此时熵相应地被称为费米子熵。

近几年来，黑洞熵的问题引起了许多研究者的兴趣［１～８］，这些研究工作对各种黑洞背景时

空中的黑洞熵的量子修正进行了探讨。

黑洞物理由于它的许多奇特性质而著名，它的一些重要问题诸如有关奇点本性或者一个

蒸发黑洞的最终结局等至今仍无法确切回答。弦论有可能对这些问题的最终解答提供一个自

然途径［９］。

在本文中，我们利用 ｔＨｏｏｆｔ的边界条件和“准周期”边界条件求解了２维弦论中的黑洞背
景时空下的Ｋｌｅｉｎ Ｇｏｒｄｏｎ方程和 Ｄｉｒａｃ方程，并计算了相应的玻色子熵和费米子熵，发现除了
系数不同外，两者有相同的表达式。

２ ２维弦论中的黑洞

对于１＋１维靶空间中弦的一般Ｓｉｇｍａ模型作用量为［１０］

Ｓ＝ １２π∫∑（Ｇｉｊ（ｘ）
－
ｘｉｘｊ＋Φ（ｘ）Ｒ

（２）＋Ｔ（ｘ））， （１）

这里坐标 ｘ＝（ｘ１，ｘ２），Ｇｉｊ（ｘ）为时空度规，Φ（ｘ）为ｄｉｌａｔｏｎ场，Ｔ（ｘ）为 ｔａｃｈｙｏｎ场。背景场动力

学由世界叶场为零的β－函数条件支配，这些方程可写为靶空间中的作用量
［１０］：

Ｓｅｆｆ＝∫ｄ２ 槡ｘ ＧｅΦ［Ｒ＋（Φ）２＋（Ｔ）２－２Ｔ２－８］， （２）

事实上，ｔａｃｈｙｏｎＴ（ｘ）描述一无质量场。

由文献［９，１０］知，当 Ｔ＝０时，经典运动方程有如下解［这时 ｘｉ＝（ｕ，ｖ）］：

ｄｓ２ ＝ ｄｕｄｖ１－ｕｖ， （３）

Φ ＝ｌｏｇ（１－ｕｖ）． （４）
由此经典度规描述的靶空间几何是一个２维黑洞。

作如下坐标变换：

ｕ＝ｅｔｓｈｒ，ｖ＝－ｅ－ｔｓｈｒ， （５）
这里 ｔ是时间坐标，ｒ为径向坐标，则此时（３），（４）两式为

ｄｓ２ ＝－ｔｈ２ｒｄｔ２＋ｄｒ２， （６）

Φ ＝ｌｏｇｃｈ２ｒ． （７）

３ 玻 色 子 熵

考虑背景时空（６）中无质量标量的场波动方程，其形式为
１
－槡 ｇ
μ（ －槡 ｇｇμννΨ）＝０， （８）

将（６）式代入（８）式，我们有：
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１
ｔｈｒ

２
ｔΨ －ｒ（ｔｈｒｒΨ）＝０． （９）

令

Ψ ＝Ｕ（ｒ）ｅｘｐ（－ｉＥｔ）， （１０）
则我们得到：

１
ｔｈｒＥ

２Ｕ＋ｒ
（ｔｈｒＵ

ｒ
）＝０． （１１）

令

ｄｙ＝ｄｒｔｈｒ， （１２）

时有

－
２Ｕ
ｙ２

＝Ｅ２Ｕ． （１３）

从而我们有：

Ｕ（ｙ） ＝ｅｘｐ（±ｉＥｙ） （１４）
由（１２）式我们有：

ｙ＝ｌｏｇＳｈｒ． （１５）
由 ｔＨｏｏｆｔ的砖墙模型，我们引入紫外截断 Ｒ＝ε，ε为一正的小量。另外，红外截断在 Ｒ＝Ｌ。

从而我们有本征解：

Ｕ（ｒ）＝ＳｉｎＥｌｏｇ（ＳｈｒＳｈε[ ]） ， （１６）

而本征值是

ＥｌｏｇＳｈＬＳｈ( )
ε
＝ｎπ ． （１７）

标量场的自由能为

βＦ＝∑
ｎ
ｌｎ１－ｅ－βＥ（ｎ[ ]） －β∫ｎ（Ｅ）

ｅβＥ－１
ｄＥ， （１８）

计算得：

Ｆ＝－π６β
２ｌｏｇ（

ＳｈＬ
Ｓｈε
）， （１９）

相应（１９）式的熵为

Ｓｂ＝π３β
ｌｏｇ（ＳｈＬＳｈε

）． （２０）

这里，β为Ｈａｗｋｉｎｇ温度倒数。考虑到ε为一小的正量，则（２０）式可写为

Ｓｂ＝ 槡２２
１２ｌｏｇ（

ＳｈＬ
ε
）． （２１）

Ｓｂ即为度规（６）的ｄｉｌａｔｏｎ黑洞的玻色子熵。

４ 费 米 子 熵

考虑背景时空（６）中零质量旋量的场波动方程，其形式为
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ｒμμΨ ＝０， （２２）

其中 ｒμ 满足Ｄｉｒａｃ条件：
ｒμｒν ＋ｒνｒμ ＝２ｇμν， （２３）

而

μ ＝μ －Γμ， （２４）

Γμ 的显式为

８Γμ ＝（μｒν）ｒ
ν －ｒνμｒν ＋Γ

λ
μν
ｒνｒλ －ｒλｒ[ ]ν ． （２５）

我们取：

ｒ０ ＝ １
ｔｈ２槡 ｒ

０ １
－( )１ ０

， ｒ１ ＝
０ １( )１ ０

， （２６）

计算得到：

Γ０ ＝
１
４
１
Ｃｈ２ｒ

１ ０
０ －( )１ ， （２７）

Γ１ ＝０． （２８）
令

ψ ＝ｅ
ｉＥｔψ１

ψ
( )

２

， （２９）

由（２８），（２７），（２６），（２４）和（２２）等诸式，我们得到：

ｔｈｒｒφ１＋
１
４
１
Ｃｈ２ｒφ１＋ｉＥψ１ ＝０

， （３０）

ｔｈｒｒφ２＋
１
４
１
Ｃｈ２ｒφ２－ｉＥψ２ ＝０

， （３１）

求解可得：

ψ１（ｒ）＝Ｃ１（ｔｈｒ）ｒ
－１?２ｅｘｐ－ｉＥｌｏｇＳｈ[ ]ｒ ， （３２）

ψ２（ｒ）＝Ｃ２（ｔｈｒ）ｒ
－１?２ｅｘｐ－ｉＥｌｏｇＳｈ[ ]ｒ ， （３３）

这里 Ｃ１，Ｃ２为积分常数。
为了计算黑洞的费米子熵，引入所谓的“准周期”边界条件：

ｔｈ槡 ｒψｊ｜ε ＝ ｔｈ槡 ｒψｊ｜Ｌ， ｊ＝１，２ （３４）
另一方面，要求费米子本征解的相因子满足周期条件，从而我们得到：

ＥｌｏｇＳｈＬＳｈ[ ]
ε
＝２ｎπ ． （３５）

由Ｆｅｒｍｉ－Ｄｉｒａｃ统计，我们有单模配分函数为

Ｚ（ｎ）＝∑
２

ｍ＝０
ｅ－ｍβＥ（ｎ） ＝（１－ｅ－３βＥ）（１－ｅ－βＥ）－１， （３６）

则自由能为
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Ｆ＝－β
－１∑

ｎ
ｌｏｇ（１－ｅ－３βＥ（ｎ））（１－ｅ－βＥ（ｎ））－[ ]１ ． （３７）

由下式：

βＦ∫ｌｏｇ
１－ｅ－βＥ（ｎ）

１－ｅ－３βＥ（ｎ[ ]） ｄｎ（Ｅ）， （３８）

应用分部积分法求积分，并由熵表达式：

Ｓ＝β
２Ｆ
β
， （３９）

如同波色子情形，我们可以得到：

Ｓｆ＝ 槡２２
３６ｌｏｇ（

ＳｈＬ
ε
）， （４０）

Ｓｆ即为度规（６）的ｄｉｌａｔｏｎ黑洞的费米子熵。

５ 结 论

由（４０）式和（２１）式，我们可以看出费米子熵与玻色子熵，除了系数不同以外，具有相同的
表达式。
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