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动力系统的数值研究

孙义隧
�南京大学天文系�

提 要

木文介绍了天体力学家在动力系统数值研究中的贡献及其研究方法
，
并着重介绍了法国天休力

学家�
�

�‘��� 在动力系统数值研究中的杰出工作
，
他的研究结果不但被天体力 学 家广 泛 地 引

用
，
而且引起了数学家和物理学家的高度重视

，

人们称他所研究过的映射为 �己��
� 映射

�

很多涉及力学
、

天文
、

物理等学科的问题
，
能用 � 阶常微分方程来描述

，
即

��

�云
� �人哆

‘ ， ’ ‘ ” � ·，不少

其中 �，
� 皆为 � 维向量

，
由初值 �。 与 �。

可以确定此方程组的唯一解

� � �����
。 ，�。

�
，

它满足条件
���

。 ��。 ，义。
�� �。 。

从几何上来看
，
上述方程在 � 十 �维空间���

， … ，
气

，
��中确定了一个方向场

，
其满足初值的解

为通过点�札
，
���的积分曲线

，
此时把 �理解为 � � �个坐标中的一个

，
这种解释是静止的

，
不

变的
，
因而不能很好地适应天文

、

物理等方面问题的需要
。

现在从动的观点来解释上述方程

及其解
，
这一观点最先由 �������‘ 提出

，
他把 �理解为时间

， � 理解为 � 维空间中坐标为���
，

丸
， … ，

石�的点
，
在任何时刻

，
方程确定 � 维空间中的一个速度场

。

存在唯一性定理的物 理

意义是
�

对给定的初始时刻 才。 和初始点 ��
，
存在此速度场中唯一的运动

，
在这样的解释下

，

称原方程为一个动力系统
， � 维空间���

，
交

， … ，
石�为相空间

，
运动所确定的相空间中的曲线

为轨线或轨道
，
显然

， � 维相空间��
�，二�， … ，� 。

�中的轨线就是 � � �维空间 ��
�，��， …，尤�，��

中积分曲线的投影
。

我们知道
，
对定常系统而言

，
其解构成一个单参数的点变换群

，
有了变换群的概念

，
很

自然地就可以将动力系统的理论推广到抽象空间和曲面上
。

在诸态遍历理论中
，
我们这样来

定义动力系统
�

设 � 为，个紧的流形， 件为此流形上标准化测度
，
� ‘
为一族测度不变的单参

数微分同胚 ���
，

并满足结合律
，
则��

，拜，

���便称为一个经典动力系统
。

动力系统分连续动力系统和离散动力系统两类
，
比如微分方程所定义的动力系统就是连

续的
，
而由映射定义的动力系统则为离散的

。

对每一类动力系统
，
按照不同的物理背景

，
又

可分为保守系统和耗散系统
。
众所周知

，
利用 �������己截面可将连续的动力系统简化为低一

���魂年��月��日收到
。
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维的离散动力系统
「‘，， 当然还有其他方法将连续动力系统的研究转化为相应离散动力系统的

研究
，
例如天体力学中圆型平面限制性三体问题中周期解的存在性与受摄扭转映射相联系

〔幻 。

另外
，
利用 �������� 的企函数方法

，
可将天体力学中的共振问题归化为标准映射�也叫�

�����

映射�的研究
‘��， 『�� 。

当然
，
数值方法只能研究离散动力系统或离散化后的连续动力系统

。

动

力系统的数值研究近二十年来有了很大的发展
，
这是由于高速电子计算机的应用

。

因为实际

问题涉及到的动力系统很复杂
，
所以要得到严格的数学结论也是非常困难的

，
正如������所

指出的
，
动力学中的不可积间题非现代数学工具所能及

，
��� 理论的建立在这方面取得 了

一些重要进展
。

除此之外
，
关于轨道的性态 几乎毫无所知

‘习 。

但是
，
利用计算机可以将很复

杂的动力系统的性态显示出来
。

现在越来越多的人认为
，
数值计算的结果与物理实验具有同

等的效力
。
�己���把用数值方法研究模型问题称之为实验数学

。

动力系统的研究开始于数学家和天文学家
，
现在不但广泛应用于物理学

，
也应用于其他

学科
，
如化学

、

生物
、

气象等， ���������等还准备把动力系统的一些结果应用到社会科 学 中

去
。

就动力系统的数值研究方法而言
，
有分频采样法

、

功率谱分析法等
，
但在天体力学中

，

常用的为 ��������截面法�或直接轨道显示法�和 ������
�� 特征数法

。

由于有关动力系统数

值研究方面的论文在急剧增加
，
因此很难作全面的介绍

，
下面只是介绍天体力学家在这方面

的一些研究成果
。

�
�

保守系统 在保守动力系统的数值研究中
，
最早的

、

也是最著名的是�己�
��和 ������

在����年所作的工作「�� 。

他们用�������己截面法研究在具有轴对称引力场的星系中
，
恒星运

动的第三积分的存在性
，
这个间题完全等价于一个具有 �个自由度的动力系统

�

� �� 二 ��
劣 � 一 一二，， ， � � 一 一二刃二，

口尤 口夕
���

其中

���
，，�一粤�

二， �犷 � �二�，一李
，�、

乙 � 石 �

此系统具有能量积分
，
即运动被限制在一个 �维能量曲面上

，
再作 ��������截面

，
则轨道与

此截面的交点形成一个平面上的点变换�映射�
，
此映射的不变流形存在区域�或有序区�对应

于运动方程的可积区
，
而映射的无序区�也称诸态遍历区

，
随机区

，
混沌区�对应于运动方程的

不可积区
。

结果表明
，
可积区的相对面积随系统总能量 � 的增加而减小�见图�

，
��

，
当 �二

�
�

�����时
，
可积区几乎完全消失

，
整个映射定义的区域为混沌区�见图 ��

，
因此对第三积分的

存在性
，
不能简单地回答存在或不存在

。

从理论上可知
，
�个自由度的动力系统能被简化为

一个 �维保面积映射
，
作为一个验证与比较

，
����� 和������ 还研究了如下的一个保面积映

射
‘��

��� ��� 。 � ��夕
‘ 一 夕‘�

�
，

�，十 ���，一 ���
‘� �一 �洛

， �
�
， ���

其中。 ��
�

�，
其映射图非常类似于图 �中的右端部分�见图 ��

，
这表明保面积映射的确等价

于关于第三积分的动力学间题
。

他们从数值结果中发现
，
在映射的有序区

，
初始两点的距离随

迭代次数线性增长
，
而在混沌区

，
距离以指数形式增长

， �������� 等人正因为受这个结果的启
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发
，
提出用表示无限接近的初始点间距离的指数增长率的 ������

�� 特征数 ����
’

��来判断

有序区与混沌区
，
即当点处于有序区时

，
对应的 ���

，�为零
，
而对混沌区中的点

， ���
’�则

具有非零值
。

大量的数值结果表明
， ���

’ ” 确是动力系统随机性质的一个很好指示器
，
这些

结论已在理论上被严格证明
。

另外
，
����� 还研究了 �次保面积映射族

【�，�

�，十 �� � 。���� 一 �夕
，一 � ‘�

���� ��

夕，十 ��� ‘��� � � �夕
‘ 一 �产���� �

�
���

其中 � 为参数
，
他在这篇文章中进一步阐明了动力系统数值研究的方法

，
并再一次 证 实 了

��������
、

��加�� 等早已预言过的
、

保守动力系统中的
“
无穷嵌套的自相似的几何结 构

” ，
有

时称为
“
世界中有世界

”
的这一普遍性质

。

在此基础上
， ���“�����研究了高维的保守动 力 系

统
，
他首先研究如下的一个�二

，�，�，
��空间到自身的 �维保测度映射族

【���
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�
� 。� ，� � ‘ � �������

，� 夕‘
�� ������

，� 夕‘ � �，� �‘�
，

�‘� �� � ‘ � �，，

�。� �� �‘ � �������
‘

�‘� �� �‘ � �‘，

� �，�� ������
‘ � ，，� ��� �‘�

，
���� �万� ���

其中�，���� 一 �
�

�
，�二 �

�

��
，
这个映射是 ��

���� 给 �颤。 � 的私人通信中提出来的
，
主要 是

为了研究 ������扩散现象
。

它是由两个 �维的 ������ 映射用一个小参数 �祸合在 一 起 的

一族 �维映射
，
这样的映射等价于在不具任何对称性的星系引力场中恒星的运动

。

结果表明
，

在这样一个系统中
，
要么存在两个孤立积分�见图 ��

，
要么没有孤立积分 �除了通常的能量

�

�
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，
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积分外��见图 ��
，
但并没有发现所期望的 ������扩散

。

另外
，
���������还和我合作研究

了推广的 ������映射
，
得到此映射 ���������� 墒的近似分析表达式

，
它与数值结果 符 合

得很好 “ �，。

�������� 系统总是偶次维的
，
利用能量积分和 �������己截面可将其解构成的映射

，
简

化为低 �维的保测度映射
，
因此与其对应的为偶次维的保测度映射可以利用 ��� 理 论

，
这

可能是研究保守动力系统总是讨论偶次维的原因
�

而对奇次维的保测度映射
，
则还没有人研

究过
。

根据 �如 。 � 的建议
，
我开始了这方面的研究工作

。

考虑在不动点邻域内的线性 化 映

射
，
对奇次维保测度映射而言

，
至少有一特征值为实的

，
又由于所有特征值的乘积为 �

，
因

此
，
一般总存在其模大于 �的特征值

。

这样
，
在线性近似下

，
不动点一般为不稳定的

。

我们

设想
，
在整个定义区域

，
映射为随机的

。

首先我们研究了 �维环面上的一个保测度映射族
【 ’引

一 �
� “ ‘ 一� ‘ � “ ， � �

， ‘ ’

�
夕‘· ‘ 一�‘ �

苍
‘· ‘ ， 又��� 乙兀，

一

艺�� �� �‘ � 八 ��������，

���

其中 � 为参数
，
我们研究了三个不同的 � 值的映射

，
这些映射的线性部分特征值入

，
��� �

，�，

��为如下三种不同情形
�

����� 一 �
�

�
，
入�，戈

，入�皆为实的， �入
�

���
，
�入

�

���
，
�入

�

����

����� 一 �
�

。 ，
入�为实的

，
凡

，
入。 为复的

，
�入

�

���
，
�凡 ���入

�

����

����� �
�

�， 入，为实的
，
棍

，入�为复的
，
�入

�
���

，
�棍 卜�入

�

���
。

不论哪一种情形
，
映射 ��

不存在任何不变流形
，
整个区域为混沌的�见图 ��

。

我们又研究了

一族比较特殊的保测度映射 “ 司

一 �
戈“ ‘一� ‘ �

书
‘ � ” �‘� “ ，

一
� 、

， ”
�
夕“ ‘ 一夕‘ 十

二
” � ‘ ，

一 又��� “ ，
一

�亩� ���‘ � 。 ��� �‘� �，

���

其中 �� 一 �
�

�， �为小参数
。

这是 �维 ������ 映射加上小摄动项后
，
扩张成的一族 �维 环

·
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面上的保测度映射
。

我们知道
，
当�� 一 �

�

�时
， ������ 映射不但具有混沌区

，
而且还具 有

不小的有序区
，
选择这样的一族映射

，
主要是想探索当 ������ 映射进行上面这样的受 摄 扩

张后
，
各种区域的变化和不变流形的存在性

。

当沿着 �轴进行 ���
’�探索时

，
发现了一个特

殊的点 �� ��
�

�
， 一 �

�

�，�
�

��
，
这一点对应的三个 ���，� 值皆为零�见图 ��

，
根据 ���’ �的

值与映射有序区之间的关系
，
此点应处在映射的不变流形上

，
用

“
切片

”
������

一��������法证

实了这一点
，
即点 �的确处在不变

“
管子

”
上�见图 ��

，
在此不变

“
管子

”
周围

，
也存在

“
无穷嵌

套的自相似的几何结构
”
�见图���

。

为什么在不动点��
，�，
��的邻域中出现远离原点的缓慢扩

散�见图���
，
而在远离 � 轴的地方

，
在原来 ������ 映射的不变岛屿处

，
却出现了映射�

�
的不

变
“
岛管

” � 这可能与映射中 �，

的变化方式有关
，
因为若 �，

快速变化且均匀地充满 �轴时
，
则

根据平均值原理
，
我们可以近似地从理论上说明上述结果

。

为了证实这一点
，
我们在映射几

的 �坐标中加上一个控制小参数 �
，
即研究如下的一个映射族 【�旬

二

�至
‘· ‘

二贡
‘

二首二劣
’� “ ， ‘��月 。 � 、

���

其中 �� 一 �
�

�
，�，�，

�为小参数
，
结果表明上述的猜想是正确的

，
并得到不变流形存在的判

别式

����
，

夸
为无理数

。

此外
，
我们还研究了类似于二次保面积映射的 �维扩张

‘�幻 ，
所得结果与二次保面积映射非常

相似
。

对这一种特殊类型的 �维保测度映射
，
得到如下的结论

�

���在不动点邻域内
，
一般不存在不变流形 �

�幻当不变曲线��维不变流形�存在时
，
一般在其邻域内存在不变

“
管子

”
��维不变流

形�
。
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这些结论只是数值上的结果和理论上用平均法进行近似的说明
，
正如������所指出的

，

平均值原理既不是一个定理
、

公理
，
也不是一个定义

，
而是一个物理上的近似

。

因此
，
严格

的数学证明
，
是一个尚待解决的问题

。

在保守动力系统的数值研究 方 面
，
��������， ��������， ��������

， ������
，
������等

也做了不少工作
。

南京大学易照华
、

黄天衣等把动力系统的一些方法和结果应用到天体力学

问题上
，
也得到了一些结果 ‘���，���，。

�
�

耗散系统 耗散系统是与保守系统性质完全不同的动力系统
。

在保守系统中
，
存在相

空间中测度不变的流
，
而耗散系统则表现为相空间中体积的不断收缩

，
因此耗散系统中出现

各种形式的吸引子
，
目前最使人感兴趣的

、

研究得最多的是奇异吸引子
，
这种现象最初是由

������在����年研究简化的流体对流模型时发现的
，
����年����� 用一个 �维的映射

�，十 ���‘ � �一 ��，

�‘� �“ �� ‘

�� �
�

�
，
�� �

�

�

���

来显示�����
� 系统中出现的奇异引吸子

〔 ‘�� 。

由于 �维映射远比 �����
�
研究的微分方程组简

单
，
因此这个映射吸引了不少数学家

、

物理学家 和天文学家们的兴趣
，
人们称 之 为 �亡���

映射
。

图��显示了 �如。 � 映射中出现的奇异吸引子
，
图��为图��中小方框部分的放大

，
从这

两个图可以看出
，
奇异吸引子为 �维流形乘上一个 ������ 集

。

对耗散系统的研究
，
物理学家

的兴趣远远大于天文学家
，
在国内

，
最近几年也已引起广泛的兴趣和重视

。

在耗散系统的研

究中
，
西班牙天体力学家 ����的工作也是相当出色的

【�‘，。
我们根据对 �维保测度映射的研

究结果
，
将�如。 � 映射类似地扩张到 �维空间

，
得到原映射与扩张映射的吸引子之间的关系

，

它非常类似于保测度映射相应的结果
，
但耗散系统中的各种吸引子

，
似乎比保守系统中的不

变流形在受摄扩张后更容易受到破坏
【���

。

�
�

动力系统的研究与天体 力 学

今后发展的关系 天体力学与统计力

学长期以来处于对立的地位
。

由于天

体力学为确定论的典型代表
，
因此

，

天体力学家总是喜欢用确定论的一套

方法来研究天体力学问题
，
对统计力

学的方法
，
既不了解

，

也不想去了解
，

总有点认为统计力学是不 得 已 而 为

之
。

但是最近一些年来
，
这种情况有

所改变
，
这主要是天体力学家在他们

自己的研究工作中
，
越来越多地发现

，

在天体力学这一典型的确定论范畴中

的学科
，
也存在着内在的随机性

。

比

如 ��� 理论的出现
，
使天体力学家

非常高兴
，
因为把 ��� 理论应用到

天体力学上来
，
的确使天体力学取得

�咦�
，�

户���

一�
�

� 一�
�

� 一�
�

� � �
�

� �
�

� �
�

�

图 ��
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，

一
� �

一��
�
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一

一
�

�
一

一
一 ‘

一
一

一
一

�

�一

��
���

一
��一 �

一

夭二

派尧

件�﹄�������﹄
�

��户
﹄��注��

����
‘

门甘���
认功�卞筋

图 ��

了一些重要的进展
，
解决了长期以来

没有得到解决的圆型平面限制性三体

问题中秤动点稳定性问题
。

但由于当

自由度的数目 ” ��时
， 。 维不变环面

并不能把等能面分割成几个部分
，
因

而不能用来解决稳定性问题
，
迷走轨

道可以缓慢地扩散到整个等能面上
，

即产生所谓的 ������ 扩散
。

另外
，

由于一些随机因素的存在
，
也可能使

不变环面被破坏
，

从而出现混沌现象
。

����年在意大利召开的���� 天体力

学会议上
， ��������� 提出了这样 一

个问题
� “
天体力学是确定论的吗�

”
他

列举了很多理由
，
比如一些未知因素

的存在
，
初始条件只能近似给出等

，

认为天体力学也不是确定论的
，
他认

为天体力学今后的发展
，

将来自接受非确定论的性态和处理目前尚未解决的问题的新拓扑统

计方法的发展
。

这些都与动力系统的研究密切相关
，
看来

，
在天体力学与统计力学之间的鸿

沟上出现了一些桥梁
，
动力系统的研究可能就是其中之一

。
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